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W. Müller in Aachen. 


On the problem of the longitudinal motion of an seroplane. Referring to his former investigations the author shows in 
this article that the differential equations for the motion of the centre of gravity of an aeroplane möving without 
driving force can be formally integrated. For this purpose he makes use of a mean gliding ratio; besides he introduces 
the „Bahnfrequenz“ — i. e. the produet of the veloeity and a quantity proportional to the lift coefficient — as a 
function of time. Velocity aud path eoordinates may be written generally as complex expressions. Particularly the 
author deals with the three cases that the „Bahnfrequenz‘ keeps a constant value or diminishes with time in a 
hyperbolical or linear manner. The last assumption leads to Fresnel integrals. Finally the author applies his theory 
to the caleulation of looping paths. 


Sur le problöme du mouvement longitudinal d’un avion. En se rapportant & ses travaux pröcödents ‚l’auteur dömontre 
dans le present mö&moire la possibilit& d’intögrer les &quations difförentielles du mouvement du centre de gravit& d’un 
avion volant sans force motrice. Pour cela il introduit un coefficient moyen de plasement; en outre il suppose pour 
la „Bahnfrequenz‘“, ä& savoir le produit de la vitesse multipli6e par une certaine quantit& proportionelle au coefficient 
de portance soit une fonction du temps. Alors la vitesse et les coordonn6es de la trajectoire peuvent &tre reprösentöes 
par des expressions complexes. En particulier l’auteur traite les trois cas que la „Bahnfrequenz‘ reste constante, ou 
diminue avec le temps de jfagon hyperbolique ou linsaire. Cette derniöre supposition donnse on est conduit A des 
int&grales de Fresnel. L’auteur finit par appliquer sa möthode au caleul des trajeetoires du looping. 


T. H. Havelock in Newcastle-on-Tyne. 


Note on the sinkage of a ship at low speeds. In order to obtain the sinkage of a ship at low speeds, the author takes for 
the immersed portion of the ship a semi-ellipsoid, the x y-plane being the water-surface. Further the sinkage is 
assumed to be due to stream line fluid motion round the submerged part of the model, neglecting the disturbance of 
the water-surface. Then an exact expression may be found for the total defect of vertical pressure and hence for a 
certain equivalent sinkage. The numerical results of this method are found to be sufficiently in accordance with the 
results obtained from an empirical formula given by Horn. 


Sur le tirant d’oau d’un navire se mouvant & petite vitesse. Pour calculer l’augmentation du tirant d’eau, l’auteur remplace 
la partie immergeante du navire par un demi-ellipsoide dont la surface limite plane coincide avec la superficie d’eau. 
En supposant un 6&coulement potentiel autour de ce corps-lä tel que la superficie d’eau reste plane, on peut calculer la 
diminution de la pression et, de lä, l’augmentation du tirant d’eau. Les r&sultats numeöriques ainsi obtenus s’accordent 
suffisamment avec Ceux obtenus ä l’aide d’une formule due ä Horn. 


Fr. A. Willers in Dresden. 


The buckling strength of circular piaies gradually reinforced. From the expression for the potential energy of a buckling 
eircular plate reinforced by degrees, the author deduces the differential equation of the deformation, the transition 
eonditions on the circular arcs of the reinforcing plates and the boundary conditions both for the fixed and for the 
rotating plate. In particular the author studies the case of a plate only once graduated and reinforced to the double 
amount. : 

Sur les charges de Aambage des plaques circulaires renforc6es graduellement. En partant de l’expression pour l’Energie 
potentielle d’une plaque eirculaire renforc6e par une sörie de plaques et flamböe l’auteur döduit l’&quation differentielle 
de la döformation, les conditions de passage aux endroits de discontenuit6 et enfin les conditions au limites dans les 
deux cas que la plaque est encastrde ou que le bord de la plaque est immobilis6 sans &tre encastr&, D’une maniere 
detaillde l’auteur examine l’effet d’un renforcement au double d’une plaque gradu6e une seule fois. 


H. Seitter in Wien. 


On the small osclliations of a considerabiy sagging rope. In this paper the author investigates the symmetrical natural 
oscillations of a flexible and considerably sagging rope fixed to two supports situated in a horizontal line. Further he 
discusses the difference between such a rope and a rope strongly stretched and hence little sagging; essential differences 
are shown to be already in the fundamental suppositions. For the solution of the problem of continual perpendicular 
loads the author gives an exact proceeding. Finally he treats in full the special case of a homogeneous rope. 


Sur les petites oscillations d’un cäble fortement Aöchissant. L’auteur studie les oscillations propres symötriques d’un cäble 
flexible attach6 A deux paliers situss dans une horizontale et fortement flöchissant. Il compare ce cas avec celui d’un 
cäble fortement tendu et, par consequent, peu flöchissant et en indique les differences; en outre il montre que les 
difförences essentielles se prösentent dejä dans les suppositions fondamentales. Pour des charges verticales continues 
queleonques, l’auteur donne une möthode exacte de traitement; pour le cas d’un cäble homogöne il pousse le calcul 
jusqu’au bout, 


'G. Heinrich in Wien. 


Resonance osciliations of a system in the case of vectorlal superposition of the exciting impulses. Referring to a case 
of transversal flywheel oscillations the author develops the resonance conditions of a system that may execute tauto- 
chronous oscillations around all axes situated in the same plane. The exeitation results from periodically varying 
shocks the vectors of which turn with constant angular velocity in the plain determined by the swinging axes. The 
author discusses both discreet single shocks and continuously varying infinitesimal ones, and deals with the resonance 
cases of undamped and damped systems. 

Oseillations de rösonance d’un systöme dans le cas d’une superposition vectorielle des Iimpulsions excitantes. En se 
rapportant & un cas de vibrations transversales d’un volart, l’auteur recherche les conditions de rösonance pour un 
systöme exöcutant des oscillations tautochrones autour de tous les axes possibles dans le m&me plan. L’exeitation 
resulte de chocs & variation p6riodique dont les vecteurs tournent avec une vitesse angulaire constante dans le plan 
determine par les axes oseiliants. L’auteur suppose 1° des chocs finis et s&par6s, 2° des chocs infiniment petits et 
cehangeant continüment. Les ph6&nomönes de rösonance sont traitös pour les systömes non-amortis ainsi que pour les 
systömes amortis. 


bene 


De 





































ZEITSCHRIFT FÜR ANGEWANDTE 
MATHEMATIK UND MECHANIK 


INGENIEURWISSENSCHAFTLICHE FORSCHUNGSARBEITEN 
Band 19 August 1939 Heft 4 








Inhalt: 

















ee Seite | Seite 
f Hauptaufsätze W. Müller: Zum Problem der uchbesprechungen. Lorey: Der Deutsche Verein 
Längsbewegung eines Flugzeugs. - . . 2 2... 4198 |] zur Förderung des mathematischen und natur 
T. H. Haveloek: Note on the sinkage of a ship wissenschaftlichen Unterrichts. E.V. 1891-1988, 
N ar Gerber: Untersuchungen über Grenzschiehtab 
saueung. Späth: Physik der mechanischen 
3 Fr. A. Willers: Die Beullast abgestufter Kreis Werkstoffprüfung. Hort: Die Differential 
k ! Er ET re rleichungen der Technik und Physik. Haupt 
H. Seitter: Die kleinen Scehwineungeen eines stark und Aumann: Differential- und Integralreehnung 
ne durehhängenden Seiles en ar U U. unter besonderer Berüeksichtireung neuerer Ergeb 
a i NISSe. Scheffers: Lehrbuch der Mathematil 
ir G.Heinrieh: Resonanzschwingungen eines Systems zum Selbstunterricht und für Studierende deı 
ar bei vektorieller Überlagerung der erregenden Naturwissensehaften und der Teehnik. eine Ein 
Br Impulse. . » 2x 2 0 2 ee nennen ee 216 führung in die Differential- und Integralrechnung 
ie Zusammenfassender Bericht. L.Collatz: Ge und in die analytische Geometrie. "ischeı 
R näherte Berechnung von Kigenwerten. (I. Teil) . 224 \rithmetik Newman: Elements of the Topo 
logy of Plane Sets of Points. Köhler, Graf und 
ie Kleine Mitteilungen. W. Riehter: Anwendung Calov: Mathematische Raumbilder. koom 
; des erweiterten Satzes von Menelaos in der The Geometry of Determinantal Loei Smart 
ER a 75 7 Zi SE Be DIESEN Sa DE FE 7 Stellar Dynamies. Narbe: Das Ausgleichs 
gr J. Bonder: Über die Darstellung gewisser, in der prinzip in der Statistik und verwandte Probleme 
af Theorie der Flügelschwingungen auftretender Nachriehten Da An Er ER Le 6 
N Integrale durch Zylinderfunktionen . 2 2 2.20. 951 DREH FITIN . 5 2: rn TE 250 
= 
en ' 


2 HAUPTAUFSÄTZE 





| Zum Problem der Längsbewegung eines l‘lugzeugs. 
Be Von Wilhelm Miller ın Aachen. 


1. Eine allgemeine Form des Integrationsproblems. Die früher!) veröffentlichten Unter- 
suchungen zur Frage der Längsbewegung eines Flugzeugs unter verschiedenen Bedingungen 
möchte ich in der vorliegenden Arbeit weiter ergänzen und vervollständigen. Dabei werde 
ich insbesondere Gelegenheit nehmen, den Formeln dureh Verwendung komplexer Größen 
eine elegantere und übersichtlichere Gestalt zu geben, und im Anschluß daran einen weiteren 
mathematisch interessanten Spezialfall durehzureehnen, der auf Fresnelsche Integrale führt. 





MS 2000” MRBIBEN: 





Die Bewegung des Schwerpunktes eines Flugzeugs in einer Vertikalebene ist dureh ein 





Ber; i E : = Da . : ö j j 

+ System zweier Gleichungen für die tangentiale und normale Beschleunizunz gekennzeichnet. 
Ws i (2 

a 3 £ a 1 eo 0.0. : . > e o 
Fer Wenn man durch die Masse dividiert und an Stelle der Luftkraft-Beiwerte e, und e,, die 
BZ ( 

damit verhältnisgleichen Größen 

e. 

7 

© „ FR „ F 

er ka Ca ni - . E I: ,. Cyan * - £ 

re er (i = , (ı 

Br ” 


wo y das spezifische Luftgewicht und @: F die Flächenbelastung bedeutet, ferner den Winkel 
zwischen Bahntangente und Waarereehten einführt. so haben die Gleiehuneen foleende Gestalt: 


dv ! R dq 
it gsno—kuv?, 2 kV" —-00080.:. . . 2... M. 


dt 
Transformiert man dagegen auf rechtwinklige Koordinaten und führt die mittlere Gleitzahl :; 
ein, so erhält man 


x v-kn(ec+y), „7 g— v-k,leEH—-L . : . 3:5 8. A) 


Das spezielle Integrationsproblem bezieht sich auf eine vorgegebene Abhängigkeit der Beiwerte e, 
und e,„., bzw. der Größen k„ und k,. von der Zeit. Für die mathematische Behandlung ist 
es dagegen vorteilhaft, wie ich an anderer Stelle ausgeführt habe, das Produkt rk, als 
Funktion f(f) von ft darzustellen und dann nachträglich aus der durch Integration berechen- 





I), Vgl. Wilhelm Müller: Ing.-Arch. Bd. 9 (198) S. 258: ferner Ine.-Areh. Bd. 10 (1939) S. 63. 
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iz re f(h) 4 ed 
baren Geschwindigkeit die Funktion %k, zu ermitteln. Die Gleichungen gehen mit Ein- 
m 
führung der Funktion f(f) über in 
nr [D(ec+), Y a FBRS—-D +»... 4: (3). 


Differenziert man nun noch eınmal nach der Zeit, so kommt 
r (det) —- fd (kec+N), Ti de y-&) —- fHDley— x). 
Durch Elimination von y ergibt sich z. B. die Determinante 


f&+fx) 
[+9 


iii "Sg "RE 


| () (4) 
() / N fc+tefa 
0 0 c+efa 
oder 
) [Def AFTER, BIER . - re se 


In ähnlicher Weise erhält man dureh Elimination von x und seinen Ableitungen 


side. Fu un | ; 
u+-l2el -Iy+-(l+e)f’-y gie Es er i n 
j+| F) f’-: ılef f) 


Die homogenen Bestandteile der beiden für = und % geltenden Differentialgleichungen 
stimmen überein. Für die Weiterbehandlunge kommt es zunächst auf die Lösung der homogenen 
(leicehune zweiter Ordnune 


» Def is HiI-+e’)f’-p Ar er (6) 
/ 
an. »>etzt man 
AF(t) ' 
f(t) 11 F—=\f)dt, 


so sind zwei linear unabhängige Sonderintegrale von (6 
p,=e-!FW.cosF(t); p,=e-!F%.snF(h). 
Damit erhält man aber die allgemeine Lösung der inhomogenen Gl. (4) für = ın der Form 


x ce, (Mdp, LI N,, 


Wo 
! ! 
(tn,.dt (Ad It 
c,(f) y\ A . ur e,(f) = y\ AUFIE : 
"PzPı "PıP: J„PıP2 = PaPı 


zu setzen Ist. Weeen 


P; Fe-:F(sinF-+ecosF): Ps Fe-:F (cos F—esin F):; 


PıPsPsP; e-::F— f(f)e-??F(b 
erhalten wır daher 


\ 


x ?' 7 le FsınF:-\eFceos Fdt e-:Feos F-\eFsın Feat) ; + A 


und man sieht. daß ın dieser Form bei Berücksichtieune der Inteerationskonstanten auch das 
alleemeine Inteeral der homorenen Gleichung enthalten ist. 
Ebenso ergibt sich die andere Koordinate Geschwindigkeitskomponente 7 zunächst in 
der Form 
7 7) 'p,\ (7 f le Feos F dt pP, \(r: { \e' Fsın F' dt| E 


Die weitere Umgestaltung geschieht dureh partielle Integration. Man erhält 


\ / eFeos Fdt \d!| f | e' Feos F f eFeosH -1- F \ eF cos Fdt eFsinFdt. 


JE 
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,benso 

4 ni | er a. Sao | | 

\ eFsın Fdtl -eFsinF +e\eFsin Fadt-+\eF cos Fdt 

J / | | 
Damit geht der Ausdruck für % über in den folgenden 

Y "y ‘/ le "eos F\eFcos Fdl e "sınF\eFsind At) . (9), 


der dem Ausdruck für = analog gebaut ıst. Auf diese Weise sind auch die Koordinaten 
eines Punktes der Flugbahn auf eine Folge von Quadraturen zurückgeführt. Es lieet nun 
nahe und erweist sich auch als zweckmäßig für die Rechnung, komplexe Geschwindigkeiten 
und Koordinaten einzuführen. Multiplizieren wir also % mit der imaginären Einheit © und 
addieren #, so ergibt sieh für #-+-i% der stark zusammengezogene Ausdruck 

! 


u.io, ige\ FiÜ\e Ah dA TER (')). 


Dureli eine weitere Inteeration findet man für die komplexe koordınate eines Bahnpunktes 


ge -.3 Y N 7 le\' Fibb.\e )Fdt).d | dt s (10). 


In diesen Darstellunzeen sınd alle mörlehen Fluerbahnen enthalten. die eıner konstanten 
mittleren Gleitzahl entsprechen. Wir wollen nun einige bemerkenswerte Sonderfälle besprechen 


2. Der Fall konstanter „Bahnfrequenz“. Es gıbt wenig Fälle, die eine einfach zu über- 
sehende und für die Zahlenreehnung geeignete Integration zulassen. Unter diesen ist nament- 
lich der Fall hervorzuheben, daß f einen konstanten Wert f=r-k,„=b-- konst. annımmıl 
Dann ist die Integration sofort ausführbar mit Hilfe der Formeln 





/ / 
hi 1} 14 hi (sın ht ECOS hf) \ T = J E hi = sın Ih, } vı)=S hf) j 
e"VECOSDHEL a er Sn D ( }; 
\ hi] hi} mE") 
Zunächst erhalten wır ın komplexer Schreibweise 
v„tiv, A’—iB) e-*:bt (ecosbt+isnd) -D +iD, (12), 
ze 7, (A ıD)e bt (ecosbt-+ isınbf) U, se, (N, -: D.)t (153) 
Wenn man z. B. verlangt, daß für 1=0,0 .y4==0, ferner = ryx. J tuyy wird, so erhalten 
die auftretenden Konstanten die Werte?) 
4 ‘ ’ ‘ (f 
A IR I) ", —; l DYaut+ D, On 
\ du b(l-+ +?) 9 bil kr’) 
(iA) 
N 2 € 4 j l | | ri ”z (vu 7 € N \ ) y bi | r ‘ -) | " x ‘ "ı, y) ei | 
| G, - ur B==£,, | m 
b’(1-+e?) b’ (1 ey 


Die durch (12), (13) dargestellte Flugbewegung läßt sich zusammensetzen aus einem gedämpft 
periodischen Teil, der namentlich zu Beginn der Bewegung entscheidend ist und einer gerad: 
linigen Gleitbewegung, die nach Abklingen der Schwingung als stationärer Endzustand übrig 
bleibt. Die Größe b —- dimensionsmäßıe eine Winkelgeschwindiekeit - ,„ die Wellenlänge und 
Schwingungsdauer bestimmt, wird zweckmäßigerweise als Bahnfrequenz bezeichnet. Auch 
wenn b nicht mehr konstant ıst, wird durch ıhren Momentanwert der Charakter der Bahn 
vekennzeiehnet. In bezug auf dıe genauere Diskussion und Unterseheidune der wiehtiesten, 
mit dem Ansatz erfaßten Bahntypen verweise ich auf meine letzte im Ingenieur-Archiv er 
schienene Arbeit. 

Um das Änderungsgesetz für den Beiwert e, bzw. der Größe k, zu erhalten, benötigen 
wir noch den Ausdruck für die Bahngeschwindiekeit. Aus den etwa für 25, 0» geltenden 
Komponenten-Ausdrücken 


hi 

7 eqe | 
. . > ht osho#) @ ] 
"x Ü, 7 LI £?) | ( COS H ud Le?) ın bi 

(15) 

‘ 4 / (/ 

, N Dh r ) 2 a 

N, bu 2) n "eos bi) ir", A [5] btsinb fl 





ereibt sich nach entsprechender Zusammenfassung 


2) Verl. Wilhelm Müller: Ing.-Arch. Bd. 10 (1939) S. 73 
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d 


b{1+.?) \f (Coj ebt — cosbt) +v,(cosbt — esinbt —embt) (16). 


Man sieht daraus übrieens, daß nach theoretisch unendlich langer Zeit die Geschwindiekeit 
(den Grenzwert 
‘/ ‘4 
v, b1 ._ J, cos 

erreicht und zwar auf einer geraden Gleitbahn, die den Winkel are tee mit der Waage- 
reehten bildet Die Größe k 
portional mit der Geschwindigkeit und hat daher wie diese einen gedämpft - periodischen 
Verlauf. Der entsprechende Differentialquotient nach der Zeit ergibt sich am einfachsten aus 
der Enereierleiehung, «die für unseren Fall die Form annımmt: 


„ und damit e„ verhält sich bei konstantem b umgekehrt pro- 


ei. | 12 
a2" 799) Bm 
I, 
mit » j Kommt 
d/1 I, 
7 > kr | yY) 23 
oder 
’ .k? u 
= eb: k, / 1: Yu : la). 


Wenn man schließlieh für »,, den oben ermittelten Wert einträgt, erhält man die Differential- 
oleichung für den Auftriebsbeiwert. 


3. Der Fall hyperbolischer Abhängigkeit der Bahnfrequenz von der Zeit. Die Integration (9) 
bzw. (10) ıst für den gut anwendbaren Fall 


1 


unmittelbar ausführbar. Man erhält, wıe man leicht feststellt, mit 


Fer r 
ce IM / 


“u 


für Gesehwindiekeit und Koordinate Ausdrücke von folgender Art: 





"„.—-?® (4 iB/)|l | FR eln li - || isin [je ln{1 + 
i [ | 7 | Wu’ . (18), 
D, +HiD,+2(E, +iE,)t | 
-— u. ei Ka ! et N | 
ee riy (A ! B) (1 r) a ( In [1 i } u a In 1 1 E | (19), 
U +iC,+(D,+iD,)t-+(E, i E,) t? | 
also A B. 
Der ! Ä t\|ı 
! Os |Cc IS ( = rc, +-Dt+ Et 
1 [} .' | In{1 ) ! in In [1 ur ‚+D, Et 
(19a). 
por ı./ el 
N S x - ) OS 5 ( - t 
yii ‚) .! in jeln{1 ) Bi k In| 1 mr H-D,t+E,t 
Mit den früheren Anfanesbedineungen haben wir dann für die Konstanten 
e qft ikce)i 
"WPORRBEERE. ... SEBBER D, ETTE EEE CE 
Teil ce) e®+-(1+ce) 
| | 
.) ec .) gl rc €) 
M E # — * y ), RR 
B c”—+-(1-+ce)?' Bi, ce —+(1l-+cer)’ a, on )), 
| +(l+ece)][e „+ (l cE)mya]t2cegetf 
| (' - nn — - 
je -(1- c »)’||e‘ -(1 ce)”] 





7. angew. Math. Mech ' i i 
Bd. 19 Nr.4 Auer. 1939 Müller. Zum Problem der Länesbewerune eines Flugzeugs 19; 


Wenn man die Flurbahn mit dem Ansatz (19) annähern will, so lassen sıch die Konstanten e 
und #, aus den Anfaneswerten von v® und k,„, sowie aus der Anfangsbeschleunigung bzw. der 


vorgegebenen Änderung %k, ermitteln. Man erhält auf diese Weise 


C . , F C 
u. ; "(Ka)o — (Ka) (gsm pt kw dor) j5: 
Daraus folet aber 
| we (ka)o 
sino,te(k,).: ® En te vo ‚, &2D. 
t. v /o 1’/o 0 (E), ) I 


4. Der Fall linearer Abhängigkeit der Bahnfrequenz von der Zeit. Die angeführten Fälle 
scheinen die einzieen zu sein, die eine unmittelbare Lösung ın 
elementarer Funktionen zulassen. Unter den möglichen anderen 
linie den Ansatz 


eeschlossener Form mittels 
[" 


ällen möchte ıch ın erster 


f h al 


betrachten, also den Fall linear abnehmender Frequenz, der nieht nur mathematisch manches 
Interesse bietet, sondern auch praktische Bedeutung beanspruchen kann. Die Funktion F 
hat dann die Form 

F' (b, at)t. 


Für die Bereehnung der Geschwindiekeit kommt es auf das Interral 
R \et—iF dt 


an, mit dem wir uns zunächst zu beschäftigen haben. Führt man die Veränderliehe 


0, —- But 
IB 
sy 
ein, setzt also 
h dm 
/ 1m, mw”, At 
| (Ad 
so geht das Integral über ın 
E %& a 
J \e — 1) (i0g* vo) Am. 
ya 


Man sieht also, daß die Geschwindigkeitsbestimmung auf die Auswertung des Fehlerintegrals. 
bzw. der Fresnelschen Integrale mit komplexem Argument führt. Mit 


w(l-+e1ıt) TE 
wird 


RK —g-10,° \ etw Iw. 
| all T LE) R 
Zur Vereinfachung der Rechnung wollen wir hier zunächst e vernachlässieen. also m Mb 
setzen. Dann hat das entscheidende Interral die Form 
11) 
J e-tiwo? \ erwid, 
ya | 


Führt man jetzt die bekannten Fresnelschen Integrale in der üblichen Form ein, also 


Hl H 
’ | | “ Y v | [2 
S (m \cos|, zu)du; S, (u) \ sin (-, 7 du, 
( v 
| | 0] : 
so wird mit 0° = nu 
Z Z 
. » ! 
u. 7ı  ru° IT 1 2 
\eiw:dw | e \r du 5I8, w) HiS,(w)). . . 2.2.22). 
f m 


Krstreckt man die Integration auf das Intervall von w, bis w und führt außerdem zur An- 
passung an die Anfangsbedingungen noch die komplexe Konstante A’+iB’ hinzu, so kommt 
für die komplexe Geschwindigkeit der übersichtliche Ausdruck 


}' I_ N " ie JT eilwo? m?) J x | . \ TR i wg? r . ° B'\ 
x 1 /] 4 Ia 10Yı I eDalw, € Er +7 2. 
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wieder die Anfaneswerte der Geschwindigkeitskomponenten, so erhält man 








J 
/ ! Mr Pr „ .>.iNn (? ıı \« ) (3) 
oder nach Trennunze des Reellen vom lImarinären, etwa für 0 
‘f ‚sinn S,(30) S, (w,)] cos 0" |8, (0) 3, (m, )| 9, cos (m, mw’) (24), 
/ > ‚cos m D (v >. 130, 1 9 D 7 S,(m,)1 2", Ssın (V,' vu) (>) 
ir das Quadrat der resultierenden Geschwindiekeit erziıbt sıch daraus 
( f | | 
} Ps ) N | x Ü \ 
7 | (ı") N | | 1‘) (9 5 
(26) 
) ! / | Y ‘ ' | 
‘/ v.ısın ww. ID, (WW) D, (a, | cos m, IS, (me) S,(10,)] 
m den Grenzübereane zum Fall @«a=0 zu vollziehen, ıst zu bedenken. daß mw. —_ 0%: aber 
lim (30 ,? 1") ht 
> |) 


wird Kerner ereıbt sich aus der Reiıhenentwicklune der Fresnelsehen Inteerale für große 


\retummente 





| 2 Va 
N 2,8 | 1) N) / 
) ] 
« ’ 7 t) 
I 
Daher 
N — 13 > a : 
) 
n | (I . | Ben 
lım IS, (n S (cw,)| (sın 0 sın 30°,°): (27) 
| ] 7 ° ab), 
® I) r | 
1 ) 
| ' l CZ 
111m [> Wr N (32 ‚| | (COS IE" COS HR ) 
> / T } 


Setzt man diese Grenzwerte ın die Ausdrücke (25) ein. so erhält man die Komponenten deı 


(eschwindiekeit für den widerstandsfreien Fall konst. ın der Form 


‘ ‘f ‘(/ . 
", ® \cosbt v; E \sın bt. 
J, ', I, 
Die Koordinaten eines Bahnpunktes ergeben sich dureh eine 


weitere Inteeration. die 
sıeh be! EKınführune der Hılfsvarıablen mw ın der Form 


f \ U, eG 90: ı \ vd [IR 


darstellt Die zweite Inteeration läßt sıch sofort durehführen. wenn man die Beziehuneen 


| | 7 | war 
\cos m Sy. (m) dw | ' 8 AS, \ \ Ss, {nn „ 
| | T | 
\ sın 90° + NS, (m) dm .) | De (MM) ", 
beachtet. Man erhält dann den übersichtlichen Ausdruck 
\el eV (ı N . \\ aLsoI \ Ir: aılıse on {he | hei I" \ ( f Bessı | ıınetlıor 5 aml > 1922, >. 4.) nd F; Jahı | ( 
ww lıımde | tionentafe] l,eir 1058, S tr 
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7 ee 
7 | / cos m, IS, (m) Deo (MW, | sın 30," 198, (1°) Ss, (in |} 
4 u 5 ö f 
ST, | 
Y r ' .) Y r 4 
(„IS ) Ss, (m,)] [S, (W) — 5, (w,)]’: 
Übrigens läßt sich diese Ordinate auch unmittelbar dureh Inteeration der 


k, 0 als Differenz zweier Fallhöhen darstellen : 


der Bewerune mit 


Die Gleichwertiekeit mit dem Ausdruck (28) folet 
keiıtsquadrats aus (26). 


Um die andere Koordinate zu berechnen, bedarf es dageren der Reihenentwieklune der 


“resnelschen Inteerale. also etwa der Formeln 





\ cos w’ dw | > u»? (1") |! (ıv ‚COS WM | 9" BIN 9" 
M . 
| 
\ sin 0’ dm 5 8, (w) = w [U (w?) sin w’ V (m’) cos w 
Wo 
n Ä (2 w?) (2 10°)" V MAT, (2 Ww”) 
1L-3-5 1-3-5-7-9 1-3 L-3-:5:7 
zu setzen ıst. Damit erhält man aber 
. j i 2 . = : 7: r = ö s ä 
Ssın m \ cos m” dw cos m \ sın vo’ dw w V (iw*) | a Isın mw” +», (MW ,) cos mw’ 8, (MW) |, 
also 
DR. ’ 
\ 2. IN (wo) n,(W) S, (w,) 5, (mw)] 
n, ( 
. > a 8 ’ . Y & I En Y a \ r x e .2 
DB | ge COS Mm, IS, (ie) S, (w,)| -sın w, IS, (10) S,(m,)]} 3.,Pin \- D m, | 
wenn P (ww) das foleende Inteeral bedeutet: 
b Se | . (m?) 2 (w?)* 
D (ww?) \ V (w?) dw? = 7 
, l-3 1:-3-5-4 


Die vorkommenden Reihen, sowie die Reihe P (mw?) sind 
von mw zu gebrauchen. Für mittlere Werte von m. 
man am zweekmäßiesten aus von foleenden Entwiekluneen: 


F4 


M (mw) cos mw? 


\eOSs m? d m 


N (mw) sın ww’: 


cos mw’ \sın m? dw 


Im! 
wo für M und N die Reihen 
Mı(w) — 
Im’ 4°. w' 1°. m'' 
einzusetzen sind, die u. a. von A. 
[Zi IN 
P = sın m” \ cos w’ dw 
Mg to 
ı\ Vel. A. Lindstedt: 


Lindstedt?) tabuliert sind. 


N . 


\sın mw? dw 


1? 


N (mw) 


In 2 
Ks ı 


u 
sın m” \cos w’ dw 
L 
u 
cos mw? | \ sin w’ dw 


I 


Zur Theorie der Fresnelschen Integrale, Ann, der Physik;u. Chemie (6), 


M (w) sin w? + N (w) cos m” 


ev - 
.) +4 
17:10” 


rolbt sıch dann 


go 


\cosmw? d | 


Fi 


u 0‘ 


\sın mw’ d |. 


I 





1% (1582), 


(8). 


(29), 


199 


ersten Gleichung 


dann dureh Einsetzune des Geschwindie- 


(Ya) 


(30). 


(31). 


allerdines nur für kleine Werte 
wie sie in unserem Falle vorliegen, geht 


(3la) 


> 
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Setzt man die Reihen ein und beachtet, daß 





N | 7 | | 
\cos mw’ dw | ze 19, (0, |: \ sın 0” dw 3 ID. (MV ,) i 
J H 
so wırd 
| | I|ı 
pP \(m) sın m’ IS, (m) cos m“ IS, (m, 
.) ( -) 2 0 ») | 
Damit erhält man aber für die Koordinate x den Ausdruck 
l | 7 7 
} | | v.CO5W, IS (30) >. 5,32 
Balz Ya v ’ 
‘(/ T z r 2 | ‘).) 
| Fe,sinmw,’| [S, (3%) NS, (m,)| . (92), 
) a 
To sn 77 
-[S, (w,) S, (mw) S,(0,) 8, (mr) |Y’ım) ’(w,)| 
sd . k . (1 
wenn 
| l-» | 1.3.57 3 
ıv | nn N NV dm 
X nn = z xvyıv)an 
2 23.4.4 w* 4-.4°.5 w \ 


oesetzt wird 

Grundsätzlich ist es natürlich auch möglich, den Fall e==0 nach der angegebenen 
\ethode zu behandeln. Da aber die Formeln sehr umständlich werden und die einschlägigen 
“unktionentabellen für komplexe Argumente nur unvollständig bearbeitet sind, so haben wir 
vorläufige von der Behandlung des allgemeinen Falles abgesehen. 


5. Anwendung auf Looping-Bewegungen, Um die gegebenen Ansätze auf bestimmte Fäll« 
anzuwenden und namentlich den Einfluß der Änderung der Bahnfrequenz zu zeigen, haben 
wir für die betrachteten drei Fälle je ein Beispiel gewählt und dabei folgende Grundannahmen 
benutzt. Der Einfachheit halber ıst zunächst vorausgzesetzt, daß ın der tangeentialen Richtung 
die Kraftresultierende, also e verschwindet. Ferner ist die Anfangsgeschwindigkeit »,=172m/s 
umd der Anfangswert der Frequenz b,=0,6s"! zugrunde gelegt. Im ersten Beispiel (I) ıst 
, konstant, während bei den anderen Beispielen 5b abnımmt und zwar bei II hyperbolisch, 


bei Ill linear, derart, daß der Differentialquotient > für ?=0 ın beiden Fällen denselben 
Wert hat. Damit erhalten wir dann folgende Zusammenstellung der oben eingeführten Kennwerte 
Kall | b=b,—=06s 
Fall IL) ru 72m b 5 e=18, 308, 6,06 
Mall Ill I h, at a Vv01, b, 06 





Zahlentafel für die Konstanten zur Berechnung der Looping-Bahnen I und II. 














I (db konst VG 85! 
| | (, Bit l’ B' D, /) 
() (0) 9272 22.69 () 16.35 0) 
(KIN 5.237 0257 95.75 1.30 16.26 1.30 
4 \ 
II Id ( IS. #, Ss] 
/ ds 
FÜ |, B=(C, 4’ B’ m, MD, E, E, 
() 6.69 0246 II.TU 0,906 16.30 0).U06 0.276 0.0151 
LOS 1.53 13.28 55.05 176 16.05 2.176 VHS 0.0363 


Die Zahlentafel gibt die Werte der bei der Berechnung der Geschwindigekeiten und Koordinaten 
benutzten Konstanten der Fälle I und II. In den Bildern 1, 2, 3 ıst der Verlauf der Ge- 
schwindiekeit und das Verhältnis e,„/e„, in Abhängigkeit von der Zeit graphisch veranschau- 
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Bild 1. Geschwindigkeitsverlauf bei konstanter und Bild ?”. Gesehwindigkeitsverlauf bei der Looping 
abnehmender Bahnfrequenz (: ). Bewegung II (Einfluß des Widerstandes. 
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3jild 3». Anderung des Auftriebsbeiwertes bei den 
l,ooping ahnen I, Il, Ill. 


Bild 4 (rechts). Ideale Looping-Bahnen I], Il, III mit u 
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3ild 9. Einfluß des Widerstandes auf die Looping-Bahn |. 


Bild 6 (rechts). Einfluß des Widerstandes auf die 
lLooping-Bahn II. 
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licht Was die ın Bild 4 dargestellten Fluerbahnen angeht, so sieht man. daß die beiden 
Kurven II und III ın den ersten Sekunden nur wenige voneinander abweichen. Der Abnahme 
der Frequenz entspricht eine Senkung des abfallenden Zweiges der Flugbahn, die für den 
Fall III verständliceherweise am stärksten in die Erscheinung tritt. Bemerkenswert ist ferner. 
daß der Anstier auf den Bahnen II und III höher ausfällt als bei I. obwohl die Beiwertver- 
erößerune, also auch dıe Anstellwinkel-Vergrößerunge schwächer ist als im Falle geleichbleibender 
“requenz Der Grund ıst natürlich darın zu suchen, daß bei abnehmender Frequenz die 
Bahnkrümmung schwächer wiırd. 

Um ferner den Einfluß des Widerstandes deutlich zu machen, haben wir in den Bildern 
5 und 6 die Kurven Il mit ; 0.OS bereehnet unter Beibehaltune der Anfanesbedineuneen und 
mit den widerstandsfreien Bahnen zusammengestellt. Wenn man von der Dämpfung absieht, 
so stimmen beide Kurven in dem Schwineunescharakter überein. Mit der Dämpfung der Ge- 


2 n . . , a . C, ° 
schwindiekeit hängt der stärkere Anstiee des Verhältnisses —° zusammen. das bei der be- 
{ 


a0 
nutzten Gleitzahl etwa den Wert 25 erreicht gerenüber dem Wert 1,7 bei : 0. Im übrıeen 
ändert sich Gestalt und Lage der Looping- Bahn dahin ab, daß sich die Schleife zusammen- 


zieht und der abfallende Teil der Bahn etwa 30 m höher lieet als im widerstandsfreien Fall. 


Schlußbemerkung. Der praktische Wert der gegebenen Entwicklungen liegt vor allem 
in der Möglichkeit, eine irgendwelchen Bedinzungeen unterworfene Beweeune eines Fluezeues 
dureh Zusammensetzunze von Bahnelementen von der bereehneten Art anzunähern. wie ich 
das früher an einem Beispiel durchgeführt habe, bei dem insbesondere der Bahntypus | 
benutzt wurde. Dabei kann natürlich auch auf die Veränderliechkeit der Gleitzahl Rücksicht 
eenommen werden. Ist z.B. k, irgendwie in Abhängiekeit von der Zeit vorgegeben, so läßt 
sich mit Hilfe der Anfangesbedineungeen für Geschwindiekeit und Beschleunigung auch die 
anfängliche Änderung der Frequenz angeben und damit eine Annäherung der Flugbahn in 
einem verhältnismäßize eroßen Intervall ermitteln. Die für das Ende dieses Bereichs bestimm- 
bare Geschwindigkeit gibt dann mit dem bekannten dort herrschenden Werte b die Größe k,. 
die mit dem vorgzerebenen Werte verelichen werden kann. Stimmen beide Werte nicht über- 
ein, so Ist die Reehnung nach einem ıiterierenden Verfahren zu verbessern. Auf diesem Wege 
celingt es jedenfalls, die Flugbahn mit allen wichtigen Daten, wie Geschwindigkeit, Frequenz 
usw. mit guter Genauiekeit zu ermitteln, ohne daß es nötige wäre, zu kleinen Größen seine 
Zuflucht zu nehmen. Die Güte der Annäherung kann noch erhöht werden durch Verwendung 
des aus » und b zu bereehnenden Krümmungshalbmessers besonders bei Looping-Bewegungen, 
bei denen kein Vorzeichenwechsel der Krümmung eintritt. Die vielen weiteren Sonderfragen, 
die sich etwa auf Optimalforderungen für die Flugbewegung beziehen, müssen einer besonderen 


Bearbeitune vorbehalten bleıben. 5 


Note on the sinkage of a ship at low speeds. 
By T. H. Havelock ın Neweastle-on-Tyne. 


Zusammenfassung. Um einen Anhalt für die Zunahme des Tiefganges eines Schiffes 
hei eenürend kleinen Gescehwindiekeiten zu haben, ersetzt Verf. den eintauchenden Teil des 
Schiffes dureh ein Halbellipsoid, dessen ebene Grenzlläche mit den Halbachsen a und 5b in 
der Höhe des Wasserspiegels liegt. Um diesen Körper nimmt er eine Potentialströmung an, 
für die die Wasseroberfläche eben bleibt. Aus dieser wird die Abnahme © des Druckes nach 
oben bererehnet und die Zunahme A des Einsinkens mittels der Gleichung =abr.og-h 
bestimmt. Die so gefundenen numerischen Resultate stimmen mit denen aus einer empirischen 
Formel von Horn für wirkliche Sehiffskörper der Größenordnung nach gut überein. Weiter 
echt Verf. auf eine andere Hornsche Näherungsformel ein, die es erlaubt, aus dem Einsinken 
die Zunahme des Reibuneswiderstandes eines Modelles, verglichen mit dem einer ebenen 


Platte, abzuschätzen. 


I. The general problem of the position of relative equilibrium of a ship in uniform 
motion is a complieated one, and the following note deals only with a simplified form of the 
problem suitable for low speeds. It is generally assumed that at sufficiently low speeds 
the fluid motion approximates to the stream-line low round the ship, negleeting the distur- 
bance of the surface of the water; the sinkage is then due to the defeet of vertical pressure 
caused by the fluid motion and should be proportional to the square of the speed. There do 
not seem to have been any ealeulations made to test whether these assumptions lead to results 
of the rieht order of magnitude. Such ealeulations might be carried out numerically for 
ordinary ship forms, but it is sufficient for the present purpose to take a simple form. We 
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assıume the submerged part of the ship to be ellipsordal. The solution of the corresponding 
potential problem is well-known, and an exact expression can easily be found for the total 
defeet of vertieal pressure, and hence we obtaın a certain equivalent sınkage. 

The problem is of some interest since Professor Horn') has proposed to estimate the 
so-called form effeet upon resistance by an approximate formula involving the sinkage at low 
speeds. The expressions obtained here for ellipsoidal forms are compared numerically with 
these results and with other EXP rimental data, 


2. A solid, whose surface is given by 


f 2 j 
> (ft ) { } 
dl l, ( 
Is moving through an infinite Iiqgumd with velocıty U parallel to the axıs O.w. "The veloeity 
potential of the Auid motion Is given bx 
«be \ (dy 
x > ' 5 (2), 
’ 2 A U. ta iP'i6 /\ (e“‘ /) 


in which (“, 7,2) are given ın terms of orthogonal eoordinates (2, u, vr) b\ 
(dt > A)\A iyıa ) 
(Ad b’ylar C) 
with sımilar expressions for y and 


In these eoordinates the ellipsord (1) ıs given bv 4=0; and we have also 


I 


(/ (I be\ 


dl, IA Ir 


(a? + 41”? (6° + AN? (et A)" (a I’yıla er! 


1 


F, E being elliptie integrals with parameters given by 


sin a a” — 6°) (a — c?)}”; sıny =itu ey’ la (>>). 

The Auid pressure ıs given by 
(\ | | Q (j | 
p Pu N L N / =D f Po ol N m AN 7) ‘ (t)). 


IE (l, m, n) are the direetion-cosines of the normal at any point of the ellipsoid, the required 
total defeet of resolved pressure 9 ıs given by 


(09 Ba Z 

() o\\f! E- 2 end (4), 

the integral being taken over the half surface of the ellipswid Iying on one side ofthe „plane. 

[sıne well-known properties of the eoordinates /, 1,» (as given, for example, ın Lamb's. 
Hvedrodvnamıes, p. 149), it can be shown that, on the ellipsoid 4=-0, we have 





Ö 7 [ Ilka? + u)la? v)\ 
(1 : 2 r x 
Qua er a,” (a‘ b’)la e)ur| 
and 
je y 9 j j b? e® (a? s)la” ) 
( ) > , > 
I (\ e (\ „ (Ad I, It DI KV 
(5). 
| A, m (Ib? + n)(c” + u) (b’-+r)e+r) \a’la’+ u)la’—+v) 
2 u leute + n)(u ,) vl(a? v)(» u)) (a? d°)(a? — ce?) 
Further, we also have 
(u v)ir 1t) y 
ndS ah — - —— — - dudv (9) 
lie? —- a?)le: b’)(a? + u)(b? + u)la” -+r)(b’+ r)] | 


1) Horn, Intern. Tagg. der Leiter der Schleppversucehsanstalten, 1937, S. 20 
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Hence we obtaın 





(+ u) (b’ + u) (a v) (b? r) 


Carrving out the integrations, and writing 


O—ngyoabh | ! | | Re: ı\ 
we obtaın, for a 2 c. 
(f h (I, I - A, he? | Un Yu ala tab C°) 
U? 3 —- a 2% -—-a)latb)la? — ec?) 2 27 2(a+-b)(a? — c?) 
(12). 
or Ad he? | I, («° ce? )''* dA (bh? er» 
» » , 7 ’ ij ’ OL ’ I » u) [> . 
(.? (t,) (dd il 2 (bh: Er Fr Ce) "—>C (h? er)" 





+) 


3. We require also the eorresponding expression for an ellipsoid with a>e>b. This 
may be deduced direetiy from (12); or, alternativelv, we may proceed as in the previous 
seetion but replacing » dS ın (d) by mdS, given by 


| (v v)(»v 1) 


m«dN de — | dudv. (13). 
) (dh e)(h, a’ryıa” + u)\la” — vr) (c’ — u)ic’ »)| 


After carrying out the ıintegrations, we interchange b and ce so that we may express the 
result by means of (11) 


We obtaın. for a C 7 





‘f hı ; ) A, Ir Ad : ala --ub e”) 
1.4 . | 
U? 2 —n, 2% —-a)la-+b) (a? ec) =; 2a + b)(a? ce?) 
(14). 
») A le: et” (' \(e* hy 
- ren - arctan 
Ö Ai: rl u X > I, ' ab e 
In thıs ease, ınstead of (4) and (5), we have 
>abe 
; —r 5 nm (FE), 
( ( (A ) (15) 
SIn cd (a e)a DPyaH8 SI Y (a PERF 


I. The prolate spheroid mav be considered separately, or may be deduced from the 
two previous cases. Taking limiting values, both (12) and (14) reduce to the expression for 
thıs case 


Kor a h: I e. we obtaın 


7 7 CR; J- @. I" | ln "la t 2h) Wr 
— (1b) 
U? 24 A, 2 (2 3 I) a (A, >(a+b) 
and ın thıs we have 
ai e’)/ 1 I+e - 
d | log e\: e | bla? . x ; k (1%). 
v e“ 2 | e 


5. To apply these results to the problem under consideration we Imagine a ship for 
whieh the immersed portion is ellipsoidal, the = -plane being the water surface and the sıdes of 
the ship above water being vertical. Owing to the defeet of buoyaney, which has been 
denoted bv @, the ship will sink in the water. This will, of course, alter the fluid motion; 
but for approximate comparison with experimental results, we define the equivalent sinkage 
h so that @ is equal to the weight of a volume of water of height A and of cross section 
equal to the section of the ship by the water surface; that is, A ıs defined by (11). 
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If the length, beam and draft of the ship are L,B,D respeetively, then L 2a, 
B—=2b, D=e; for B>,<,—=2Dwe use the expressions (12), (14) and (16) respeetively. The 
numerical values shown ın Table I have been ealeulated from these formulae. 


Table I. Values of gyh/U”, 








B/D I! D 0 [,!D I6 
| 0.0253 00138 
> 0453 0231 
3 ‚612 0318 
| 0735 0397 


6. The measured sinkage of ship models at low speeds has been analysed by Horn'), 
who has given an empirical formula derived as an average from available data for many 
different forms of model, His expression for the sinkage is, in the present notation 


Bı\g*? 


on) r (18), 


h 30, (035 HP) - 111.25 2 t >; (11.3 
where ZL, B, D are length, beam and draft respeetively, and P is the prismatie eoefhieient of 
the form; the formula is valid, as an average, for suitable ranges of these parameters. 

It should be noted that this formula is for actual measured sinkage, and ıs probably 
derived from veloeities rather higher than those for which the preceding simple ealeulation 
ıs valid; moreover, the ellipsoid is not one ofthe ship forms ineluded in the data. However 
we may use it to test the order of magnitude of the results. If we apply (15) to an 
ellipsoidal form with LW/B=S and B/D--2, we obtain h = 0.0253 U?/g; this compares with 
the value 0.0231 U?/g for this case given in Table 1. 

Horn') has suggested using the sinkage at low speeds to estimate the increased 
[rietional drag for a model compared with a flat plate; his formula for the percentage increase 
in the resistance RP is 

IMARIR=S-MEhIU?., : .: 4. nt 


For the prolate spheroid with ZA/B=8, the value of h ın Table I gives, accordıng to the 
formula (19), an increase of 4.6 per cent in the resistance. 

Amtsberg?’) has recently determined the resistance of a submerged prolate spheroid 
experimentally; he gives two values for the increase, namely 5.2 per cent and 3.7 per cent, 
the smaller value being obtained after applying certain correetions. Amtsberg also 
investigated certain other surfaces of revolution, for which the veloeity potential ıs given by 
a source distribution along the axis. He gives numerical values of the ordinates of the 
surface and of the theoretical distribution of veloeity along the contour; from these, ıt is 
possible to evaluate numerically the integral we have denoted by Q in the preceding sections. 
Taking. for example, the values given by Amtsberg for his model R1257, we obtaın 
approximately 0 = 0,0284 0 U? (area of seetion). This gives an equivalent sinkage of 0.0254 U ?/g 
and, according to (19), an increase of resistance of about 3.7 per cent; the values deduced by 
Amtsberg from his experimental results are 7.3 and 4.9 per cent, the latter being the 
eorreeted value. 

It ıs well-known that in models of this type the measured distribution of pressure over 
the surface only differs appreciably from the theoretical value near the rear end of the model. 
Hence the effect of this divergence upon the resolved vertical pressure will only be a small 
correetion; taking, for example, model 721257 and using Amtsberg’s measured values of 
the pressure instead of the theoretical values, a rough approxımation gives a factor of 0.0255 
instead of 0.0254. 


‘. Summary. The sinkage of a model at sufficiently low speeds is assumed to be due 
to stream line fluid motion round the submerged part of the model, negleeting the disturbance 
of the water surface. Taking an ellipsoidal form for the submerged part, exact expressions 
are found for the total defeet of vertical pressure and hence for a certain equivalent sinkage. 
The results are compared numerically with available data and are found to be of the right 
order of magnitude. Further, reference is made to Horn’s approximate formula conneeting 
the sinkage with the increase of resistance of the model compared with that of a flat plate. 
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2?) Amtsberg, Jahrb. der Schiffsbautechn. Gesellsch., Bd. 38, 1937, S. 177. 








' 7. angew. Math. Meel 
06 \Vı N ,. Die beullast abeestulfteı \reisplatten Bd. 19 iergpte 1939 


Die Beullast abgestufter Kreisplatten. 
Von Fr. A. Willers ın Dresden. 


ie Knieksicherheit kreisrunder Platten kann man dadurch vergrößern, daß man beider- 
) seits konzentrisch kleinere kreisplatten aufschweiıßt. Damit die Mittellläche der Platte 
eben bleibt, müssen diese beiderseits aufzeschweißten Plattenstücke eleich eroß und «zleich 
stark sein. Für das Folzende seı vorausgesetzt, daß die aufgeleeten Stücke ihrer zanzen 
Ausdehnung nach mit der Grundplatte verbunden sind. 

I. Der Ausdruck für die Formänderungsarbeit und seine erste Variation. Wie im all- 
vemeinen bei elastischen Problemen reht man auch hier am besten davon aus, daß die poten- 
tielle Energie, d. h. die Differenz zwischen Formänderungsarbeit und Arbeit der äußeren 
Kräfte in der Gleiechzewiehtslage ein Minimum sein muß. Im Fall der Plattenkniekune ist 
der zum Minimum zu machende Ausdruck, der selbst den Wert Null bat, durch die soe. 
Bryansche Gleichung gegeben'). Für den Fall, daß die Platte am Rande durch gleichmäßig 
verteilte, konstante, in der Plattenmittelebene wirkende Druckkräfte p beansprucht wird, 
lautet diese Gleichung in kartesischen Koordinaten 


.n ) \ ‘ \ . \2 5 . \2 . i > .\2 \ .«\2 
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wo die Plattenkonstante 5 6 BT die Querkontraktionszahl, @ der Schubmodul 
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und A die Plattendicke, die nicht konstant zu sein braucht, ist. Dabei fällt die #, y-Ebene 
mit der Mittelebene der nieht ausgebeulten Platte zusammen: mw mißt die Ausbeulune in der 


Riehtune der z-Achse, und das Inteeral ıst über die eanze Platte zu erstrecken. 
Weiterhin sollen nun Kreisplatten oder Teile soleher Platten betrachtet werden. Des- 
weeen werde die Gl. (1) auf ebene Polarkoordinaten r und % transformiert Man erhält 
Ib =. m, Io" mw? a | (Om oO’ w 0m \2 
3 \\ | > | . Sr \ r. rs; 2 (1 u) Flo R or. 3) Ä 
(2), 
Lowoin om on I (O0 m\' p on Ion 
"Oor0ı "oOo»oOerO»H Ala9} ) Fo Fr 39 jrdrdv 0 





wo «das Inteeral ebenfalls über die ganze Platte zu nehmen ist. Hat man nun etwa einen 
Kreissektor vom Offnuneswinkel 9, dessen Dicke sich sprungweise in einzelnen konzentrischen 
Kreisbogen vom Radius A, R,,... R,_, ändert, und greifen längs der einzelnen Stufen weitere 
stetie verteilte konstante Normalkräfte an, deren Resultierende in der Plattenmittelebene 
lieewen. so tritt an Stelle des einen Integrales (2) eine Summe von n Inteeralen. deren jedes 
über einen Kreisringsektor erstreckt ist. Da in diesem das h,, jetzt einen konstanten Wert 
hat, kann das B,, vor das m-te Integral genommen werden. Führt man weiter unter Benutzung 
der Bezeichnungen des Bildes I die Abkürzung 
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I) Siehe z. B. Handbueh der Physik Bd. 6, Berlin (1925) S. 293. Man kann diese Gleichung z. B. so erhalten, daß 


man die Differenz zwischen dem Anusdrnek für die Formänderungsarbeit der bis zum kritischen Wert zusammen- 
ı Platte im ebenen und im ausgebeulten Zustand bildet. Hält man beim Ausbeulen die Ränder fest, so leisten 


gedruckte 
die äußeren Kräfte keine Arbeit, und man sieht, daß diese Differenz Null ist. Vgl. z.B. Marguerre, Z. angew. Math. 
\ecl Bd. 18 (1935) S. 97 bis 

') Diesen Aunsdruek erhält man B. auf dem in obieer Anmerkunge angzerebenen' Wege aus der Gl. (36) der 
Arbeit von Marruerre-Trefft 7. aneew. Math. Meeh., Bd. 17 (1937) S. 85 bis 100, falls man (36) über die Platte 
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und für die erste Variation dieser Werte erhält man nach einieen Umformungen: 
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Aus diesem Ausdruck kann man die Differentialeleichung des Problemes wie die Übereanes- 
bedingungen an den Kreisbogen mit den Radien R,R,,.. R,_, und die Randbedingungen 
sowohl für den schliehten wie für den abgestuften Kreisring, Kreissektor und den Kreisrine- 
sektor gewinnen. Hier soll nur auf die Bestimmung der Beullast der abgestuften Kreisplatte 
eingerangen werden, für die sich ebenso wie für den Kreisrine exakt ohne Anwendune von 
Näherungesmethoden eine transzendente Gleichung ergibt, deren kleinste Wurzel sich etwa 
durch Eingabeln bestimmen läßt. In diesem Falle werden die Werte der eckieen Klammern 
in dem zweiten, vierten und fünften Integral der Gl. (4) für die obere Grenze V)=J)- 2a 
und für die untere Grenze J=(0 einander gleich, so daß diese Interrale aus dem Ausdruck 
herausfallen. 


2. Ableitung von Gleichung, Übergangs- und Randbedingungen. Kine Kreisplatte kann als 
(Ganzes nach einer Seite hin ausbeulen oder auch mit Knotenlinien, so daß einzelne Teile der 
Platte auf der einen, andere auf der anderen Seite der ursprünglichen Plattenebene liegen. 
Die Rechnung zeigt nun, daß sich im ersten Falle die kleinste Beullast ergibt. In diesem Fall 
ist die Beulfläche achsıalsymmetrisch, d. h. »*,, wird von 9 unabhängig. Alle Ableitungen 
nach 9 in Gl. (4) werden also gleich Null, die Integrationen nach % lassen sieh ausführen 


und ergeben den Faktor 27. Beachtet man das, so ereibt sich aus der Gl. (4) die foleende 
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Da die 99%, innerhalb der einzelnen Kreisringe ganz beliebig sein können, so müssen, 
wenn 0./=0 werden soll, in den Integralen die Faktoren von 0, 
für die » Variablen w,, n Gleichungen 


‚ Null werden; das eibt 


d | di d dr, | ee dm, , 

d ld r| r FA dr I im d „r dr | ee 
Die alleemeine Lösung dieser Gleichungen lautet 

au Fr, A AND ur + E45 AN 


wo ‚/, die Besselsche, N, die Neumannsche Zylinderfunktion nullter Ordnung ist. 
Aus der Gl. (5) folgen aber außerdem noch die Überganesbedineungeen zwischen 
den einzelnen Kreisringen und die Randbedingungen. An den Übereanesstellen. an denen 
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sich die Plattendieke sprungweise ändert, darf die Platte weder einen Riß noch einen Knick 
haben, d. h. es muß 


| om I a >\ 0 
6% np . 2 
w Wu; Kür Im 
I] 0) 
dd % dd ur 


sein. Die gleiche Bedinzune muß natürlich für alle konkurrenzfähieen Funktionen bestehen. 
Ks muß also aueh 


m-+ ı 


dd Mn d () Ih 
und 


m+ı er 2% für r = R,„ sein. 


() W ,; () Ih 
lım übrigen können «diese Größen beliebig sein. Soll also $./=0 werden, so muß daher für 
r A, der Faktor von d #,„ in Gl. (5) gleich dem negativen Faktor von $w,,+, Sein usw. 
Das gibt die beiden weiteren Bedingungen, daß für r = R,, 


d dm, dm, a / dw...) dw 
Ill RB, Ir —(1 1t) | Bar.) Ir ei (1 1t) ml 
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d. h. daß sich die Biegemomente und Scherkräfte an den Sprungstellen stetig ändern. Diese 
I(n 1) Übergangsbedingungen ergeben, wenn man die Lösung (7) der Gl. (6) einsetzt und 
die für die Zylinderfunktionen nullter Ordnung Z, und erster Ordnung Z, geltenden Gleichungen 


dZ,(ir) re d(r Z, (A r)) ea 
ZZ, ar): ir Z,(/ir) 
dr dr 


beachtet. die foleenden vier Übereanesbedineungeen: 
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wo ın der letzten Gleichung für BP, /n. = 11, gesetzt ist. Dazu kommen weiter die Be- 
dingungen für r—=0 also im Plattenmittelpunkt. Da hier w, nicht vorgeschrieben ist, kann 
dw, einen beliebigen Wert haben, soll also 6./=0 werden, muß in Gl. (5) der Faktor von 
dm, Null sein, d.h. es muß 
Ben 

sein. Da aber //, nieht Null sein kann, muß D, = 0 sein, und folglich müssen nach Gleichung IV 
sämtliche D,,=0 werden. Ferner ist für r=0 

dm, 

dr ui 


Da J,(0) VO ist, während N, (0) = wird, muß, damit (S) erfüllt wird, €, 0 werden. Da 
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A,A+E 0. 
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Der äußere Rand der Platte kann entweder eingespannt sein, dann ist für r— MR, 
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oder er kann drehbar gelagert sein, dann ıst für r = PR, 
1, RR „,) A, nA (4, I?) + Um N. 2 Ir.) E, 0 
d dw\ dm, 
14 Ir DEE blume. (10). 
dr dr dr 7 R, 
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Da die D,„ gleich Null sind, hat man also 3» Konstanten Ay, Om und E,„ und zur Be- 
stimmung dieser Konstanten die 3 (n I) UÜbereangesbedineungen |, Il und III und die 3 Rand: 
hedineungen (8) und (9) bzw, (10). Das sind 3» homogene Gleichungen für 3n Unbekannte. 


außer der Lösung A (' FE, =0 nur dann eine von Null verschiedene 


HH m 


Diese haben 
Lösung, wenn die Koeffizientendeterminante gleich Null ist, d. h. nur dann ist die ausgebeulte 


Lage eine Gleiehgewichtslage. Um aus dieser Determinante die Beullast ausrechnen zu 
können, muß man annehmen, daß alle P,„ sich z. B. durch P, ausdrücken lassen, daß sie 
also etwa zu P’, proportional sind. Im allgemeinen wird es so sein, daß nur am äußeren 
Plattenrande Kräfte angreifen, daß also nur PP, von Null verschieden ıst. Dann sind 

pP 
II Fe ,:;; mn = Wi A FR 


| 77 
so daß sich also die verschiedenen 4,” umgekehrt wie die dritten Potenzen der entsprechenden 
Plattendicke verhalten. 

3. Die einmal abgestufte Kreisplatte. Diese Determinante soll nun nicht allgemein hin- 
eeschrieben werden, sondern nur für die einmal abgestufte Kreisplatte. In diesem Falle ist 
R, der Radius der Platte und A, der Radıus des Kreises, an dessen Umfang die Dicken- 
änderung stattfindet. Für die eingespannte Platte erhält man dann 


A, E, A, U F, 
4.14, 3,) | J,14,R,) N.(4,. 2) | 
5. 0) -41.9,14.2, i, N, (4, R,) 0 
BR’RJIU BR) 5 DB. It, en (4; l}) B.$4,° It, N, (A, R,)| Q O 
(1—u)4,J, (4, R),} |—11— u)4,J, (4, R,)}| I—(1— u)4, N, (4, R,)}l 
() 0 AEA N,(4, R,) | 
0 0 4 /, N, (4, R.) 0 


wo über den einzelnen Spalten die Koeffizienten angegeben sind, deren Faktoren in der 
betreffenden Spalte stehen. Da in der zweiten Spalte nur ın der ersten Zeile eine Eins, in 
den anderen nur Nullen stehen, kann diese Spalte und die erste Zeile fortgelassen werden. 
Dann steht in der letzten Spalte nur in der vorletzten Zeile eine Eins, sonst nur Nullen; 
auch diese Spalte und Zeile kann also fortgelassen werden. Genau so kann man bei der 
allgemeinen (3 » — l)-reihigen Determinante alle Spalten, die Faktoren von E,, enthalten, fort- 
lassen und alle ersten Zeilen jeder Gruppe, so daß nur eine (2n - I)reihige Determinante 
überbleibt. Rechnet man die hier bleibende Determinante aus und setzt für B, und B, die 
Werte ein, erhält man die Gleichung 


(> -h)A- WI, R)+h?i RI (Ak, BEI, (A, R)N, (A, R,) — J,(i, R,) N, (4, R,)\ 


+n22,R,J,(i, R)$J, (4, RB) N,4,R)—J(i, R,)N,(, R)}=0, 


die sieh am einfachsten dureh Einzeabeln lösen läßt. Für den Fall der schlichten Platte ohne 
Stufe, d.h. h,=h h erhält man 


l 
J, (7 Ir) - iu. 
also 
(r I" 


‚,R=3,832 und daraus  P= 14,65 . —, 
Gil u) WR 


Um einen Überbliek über die Wirkung einer solehen Verstärkung zu haben, ist für den Fall. 
daß die Platte an den verstärkten Stellen die doppelte Dieke hat, in Bild 2 bei Verstärkung 
von der Mitte aus (h,=2h,) unter der Annahme, daß nur am äußeren Rande überall die 
eleichen Druckkräfte angreifen, die Beullast als Funktion des Radıus der Sprunglinie auf- 
getragen und zwar für die beiden Querkontraktionszahlen «u =0 und #03. Dabei ist die 
Knieklast der unverstärkten Platte «eleich I gesetzt, die der voll verstärkten also eleich 8. 
Außerdem eibt die gestrichelte Kurve die Beullast für den Fall, daß die Masse der Verstärkung 
bis zu dem betreffenden Radıus gleichmäßig zur Verstärkung der ganzen Platte ausgenutzt ist. 
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Man sıeht. daß die abeestufte Platte etwa bıs IR, 0.7 R um ein eerinees bierunessteifer Ist. 
Bild 3 eibt die Beullast, falls die Verstärkune vom Rande aus bis zu dem betreffenden Wert 



























von R reicht (h, = 2h,). Eine solche ringförmige Verstärkung gibt also immer eine geringere 
Beullast als die Platte. bei der das für die Stufe gebrauchte Material für eine durcheehende 
Verstärkune der eanzen Platte verwendet wurde (zeestrichelte Kurve). 
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Bild?. Eingespannte Platte, Verstärkung von der Mitte aus. Bild». Eingespannte Platte, Verstärkung vom Rande aus. 


Bei drehbar eelagertem Plattenrand wird die letzte Zeile der Determinante anders. Es 
kommt dafür statt der zweiten Gl. (9) die zweite Gl. (10) in Frage. Die Ausreehnunge der 
Determinante, in der die gleichen Zeilen und Spalten gestrichen werden können, gibt dann 


hei: R,R,J, (A, R) {Js (A, RB.) No (Ad, R,) — Ju (A, BR.) N, (A, R)y + {h,’h,i,4,R,R,J, (A, R,) 


(1 u)h’lh’—h’)A,R,J (A, RW kJ (A R) N, (A, R,)—J, (A, R,)N, (4, R,)\ 
(1 tt) nr hs I, J; (A, R.)41J, (A, Pr) N, (7, I ,) J, (7, I} ,) N. (4, Ir \\ dl u)h, 7 I? R (7, lr,) 


1’9 2. 1 0 


(l— u)’ h’(h”’—h,’)J; (A, BR) 7, (A, R,) N, (A, BR) —- J,(4, R,)N, (4, R,)} =0 


eine Gleichung, deren Nullstellen für verschiedene AR, bei Verstärkung von der Mitte aus 
(h,=2h,) und ringförmiger Verstärkung vom Rande aus (k,—=2h,) durch Eingabeln genähert 
bestimmt wurden. Dabei wurden ebenso, wie ım Falle der eingespannten Platte, alle Rech- 
nungen mit dem Rechenschieber ausgeführt. Die Ergebnisse zeieen Bild 4 und 5. Bei Ver- 
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3ild4. Gelagerte Platte, Verstärkung von der Mitte aus. Bild>. Gelagerte Platte, Verstärkung vom Rande aus. 


stärkung von der Mitte aus (Bild 4) liegen bei der abzestuften Platte die Beullasten durch- 
zehend höher als bei gleichmäßiger Verteilung des Materials der Verstärkung über die ganze 
Platte (gestrichelte Kurve). Im Falle der rineförmigen Verstärkune vom Rande aus ist da- 
reren stets die durchgehend verstärkte Platte bei der gleichen Materialimenze beulsicherer 
(zestrichelte Kurve ın Bild 5). 


4. Zusammenfassung. Aus dem Ausdruck für die potentielle Energie einer ausgebeulten, 
mehrfach abgestuften Kreisplatte werden die Differentialgleichung für das Ausbeulen, die Über- 
gangsbedingungen an den Sprungstellen und die Randbedingungen für die eingespannte und 
für die drehbar gelagerte Platte abgeleitet. Für den Fall der einmal gestuften Kreisplatte 
wird bei einer Verstärkung auf das Doppelte, die Wirkung dieser Verstärkung im einzelnen 
untersucht Y4S 
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Die kleinen Schwingungen eines stark durchhängenden Seiles. 
Von Hans Seitter in Wien. 


l. Ein vollkommen biegsames, unausdehnbares, gewichtsloses Seil von der Länge ?2s 


0 
ist mit seinen Enden an zwei in einer Waagrechten liegenden, um 2.x, entfernten Lagern 
reibungsfrei befestigt. Es ist derart lotrecht belastet, daß seine Gleiehzewiehtsform svmmie- 
trisch und stetig gekrümmt ist (Bild 1)'). Das Seil werde nun derart aus dieser Gleichgewichts- 


lage herausgebracht, daß es, wieder sich selbst überlassen. 


I r 
y ‚ um die Ruhelage ebene Schwingungen ausführt, die gegen- 
> Lo =i- Xp - / über den sonstieen Abmessungen sehr klein und ebenfalls 


symmetrisch sein sollen. Auf die Berücksichtigung von 
Dämpfungseinflüssen wird verziehtet. Es ist der zeit- 
lıche und örtliche Verlauf dieser Eigenschwingungen, 
insbesondere die Frequenz der „Grundscehwingung* zu 
bestimmen. 

Wieweit die Wirklichkeit diesen ıidealisierenden 
Annahmen nahekommt, hängt auch bei sehr dünnen und 
bieesamen Seilen oder Ketten mit eroßem Elastizitätsmodul E wesentlich vom Durchhang 
f ab. Ist der Durchhang klein oder mit anderen Worten das Seil „stark gespannt“, dann 
wird auch bei sehr großem E die Elastizität von Einfluß sein, ja beim Grenzfall der unbe- 
lasteten schwingenden Saite ist die Annahme der Unausdehnbarkeit überhaupt sinnwidrig. 
Die meisten Arbeiten über diesen Gegenstand befassen sich mit den Schwingungen wenig 
durchhängender Seile und nehmen dabeı folgerichtig das Seil als elastisch an’). 
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Bild 1. 


Bei stärker durchhängenden Seilen und genügend großem Elastizitätsmodul oder 
entsprechend kleiner Belastung wird hingegen die Annahme der Unausdehnbarkeit unbe- 


denklich sein; anderseits ist aber auf Vernachlässieungen zu achten, die bei wenig durech- 
hängenden Seilen wohl erlaubt sind, wie Annahme einer dureh die Schwingung nicht beein- 
lußten konstanten Seilspannung oder Vernachlässigung der Horizontalschwingungen u. ä. 

Es werden im folgenden Schwingungsform und Schwingungszahlen unter den obigen 
Annahmen angegeben, wobei jede beliebige Genauigkeit erreicht werden kann. Als Beispiel 
für die angegebene Methode wird das längs seiner Länge gleichmäßig belastete Seil (das 
homogene Seil) behandelt. 


2. Legt man ein kartesisches Koordinatensystem wie es Bild I zeigt, so ist die Lage 


eines Punktes der Seilkurve im Ruhezustand durch = und % beschrieben; in der Bewegung 
hat der gleiche Punkt dann die Koordinaten z + £ und y+n. Die Tangente an die Seilkurve 
schließt im Punkt «,y mit der positiven «-Richtung in der Ruhe den Winkel a ein, ın der 
Bewegung den Winkel «+9. Die Seilspannkraft ist im Gleichgewicht S, in der Bewegung 
S+TU. Schließlich sei der Krümmungsradius der Gleichgewichtsfigur mit o, die Belastung 
der Längeneinheit mit q, die Schwerebeschleunigung mit g bezeichnet. Die Werte für o,4g 
und S an der tiefsten Stelle der Seillinie, d. i. für 2=0, sind beziehungsweise o,, q, und S,. 

Die Zuwächse &,7,g9 und U sind voraussetzungsgemäß gegen die ursprünglichen Größen 
klein. Sıe sind Funktionen des Ortes und der Zeit #. 

Die Größen x, 9y, a,S,o und g sind durch die Gleichgewichts- und die geometrischen 
Bedingungen miteinander verknüpft. Ist etwa die Belastung g als Funktion der Seillänge s 
die vom tiefsten Punkt an gezählt werden soll — gegeben, so gelten die bekannten Beziehungen 


B .; we; 
qg,ecosa=d, q,(Asma): ru (1). 


Durch deren Inteeration erhält man « und S als Funktionen von s: 


Ss 
t 1 \ I 
vd - Er ıE 2% Ge rn Ge Ve a a a er ö), 
s\als) (2) 
'zr 
1 
S 5 | 
S— — und weiter w=\cosads, y-\sinads, 0 
cos a R hr “ da 
ds 
I) Diese Voraussetzung wird noch schärfer gefaßt werden. 
2, Z.B. K. Wolf: Schwingungen elastischer Seile, Z. angew. Math. Mech., Bd. 7 (1927), S. BTM. 
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Ks erweist sich nun als zweckmäßig, auf den Winkel a als unabhängige Veränderliche über- 
zugehen. Aus (2) erhält man 

5 (a) i d Ss fıiada oda. 


damıt also 


0 fa) : . g (3). 
Schreibt man (1) ın der Form 
d | d R ol | d N, | 
(IN cos a) 0, . (5 sın a) di. so folet . (S,te a) { ( - 
da > dla I ‘ da ” 1» I [# COS” A 


und schließlieh erhält man daraus für «—=0 die bekannte Beziehung 


> u ‘fo . ® . . s ® ® ® e ® . i u ® ’ h). 


3. DerSchwingungsvorgang wird dureh das folgende System von Gleichungen beschrieben’): 


0’ ( COS A Ku | 
- ( 4 ( (») 
of ) / 0a / 
& 04 sınada. . . ae N 
7 04 cos ada HB. ; ’ (7), 
v O ‘do \ 
{ e (Z\pda+D) . a — - 
COS A 


BR und D sınd unbekannte Funktionen von f. Zwischen ihnen besteht die Beziehune 


"nn 1 \ ' er | 
= o ( DD — sın a 
Q f: COS” a IN dd ‚ Oo 


(9). 


Die Randbedinzeuneen sind. wenn a, den Taneentenwinkel am Auflager bezeichnet: 


üra=+ta, muß sen 0 und 97=0, 


‚0 


und für «@=0 mußzu Jeder Zeit 2 0 und 9° 0 sein. 


2 ah Zu BE P Bi; 
Sind schließlieh noch in jenem Zeitpunkt, ab welchem # gezählt wird, 9 und N} in ihrer Ab- 
( 


hängiekeit von a gegeben Symmetrie bezüglich der y-Achse ist Voraussetzung, so ist 


der Schwineunesvoreane eindeutie festeeleet. 


I. Es kommt also im wesentlichen darauf an, die partielle Differentialgleichung zweiter 
Ordnung (5) zu integrieren, d.h. y (a, t) unter Erfüllung der Randbedingungen anzugeben. 
Setzt man 


yla,N—u(t)-" (a) (10) 


und bezeichnet / einen Parameter, dann erhält man statt (5) zweı eewöhnliche Differential- 


eleiechuneen 


dA’ u 
re re 
dr PN ) 

Fvol4+—— 0 5 
da (1 vos Aa 7 . . . . . . . j : , (12). 


Die Lösung von (11) ıst sofort anzebbar 


H Esın | At- F eos ] ‚At ; ’ b - ’ (13). 


ı . P} P} * . 
Ks soll aneenommen werden. daß = in eine Potenzreihe nach « entwickelbar ıst. welche 
COS (A 
u T ; 2 \ ; I 
für a » konvergiert'). Das bedeutet keine Beschränkung der Allgemeinheit, denn «=, 


kann bei nur lotrecht belasteten Seilen nur dann vorkommen, wenn die Belastung unendlich 
groß wird. Dann wächst aber auch die Seilspannkraft über alle Grenzen: dieser Fall ist 
daher auszuschließen. 


, K, 4. KBonth: Die Dynamik der Svsteme starrer Körper, übersetzt von A. Schepr. leipzig 1898. 2. Bd. 


4), Verl. Fußnote 4, 
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Die Lösune von (12) wird dureh eine Potenzreihe dargestellt: 


I; % 
1 N’ar-ak. er Ve 5 ME 


], 0) 


deren Koeffizienten bis auf zwei durch Vergleiehung gefunden sınd. Aus der Bedingung: für 
a—=0 muß 7=0 sein, folgt, daß sämtliche Koeffizienten bei den geraden Potenzen gleich 
Null sind, 9 und damit » daher eine ungerade Funktion von a ist, was auch unmittelbar die 
Anschauung ergibt. Ein Koeffizient, etwa a,, bleibt neben 4 noch unbestimmt. Die lösende 
Reihe ıst auch gleichmäßige konvergent’). 

Die Randbedingung: für a = «a, ist stets £=0, geht durch Berücksichtigung von (6) 


und (10) über in: 


o-r-smada En ; ;. er Fe 7 AD). 


Man setze o und sina ın Potenzreihen entwickelt ein und integriere gliedweise, was wegen 
der gleichmäßigen Konvergenz von o-»-sina in diesem Bereich erlaubt ıst. Nach Ersetzung 
von a dureh «a, erhält man eine Gleichung in / vom Grade unendlich: deren Lösungen 
); G=12..,..,00) sind die „Eigenwerte* des Problems. Über die Auflösung dieser 


Gleichung wird an Hand eines Beispieles noch gesprochen werden. 


Nach (10), (15) und dem vorigen ist daher 9: 


( >’ (E;-sinyiA; -t+ F-cosyA; -M)- v(ad)= wu . .: 0.0... (6). 


Unbestimmt sind noch die E; und F'; und «a,. 


>. Da p bekannt ist, kann nach (6) auch Z angegeben werden. Um », bestimmen zu können, 
muß noch BR berechnet werden. Das gelingt durch Erfüllung der Randbedingung für n nach (7): 


(17). 


B \o0g cosada. 


g ® 
RB ist also eine Konstante. 
In dem Ausdruck (8) für U ist D noch zu bestimmen. Durch Benützung von (9) und (17) 


erhält man nach kurzer Rechnung : 


.) RR ic .) : 
>\y da-+)D \o \f2 cosada COS’ A -( -sIiINna-cosa. ö \ i ? (1). 


Ks folet nun eine Zusammenstellung der Ergebnisse unter der Annahme, daß y;=nu;- vr; 
bekannt ist: 


l 4 
& > el manade ,;, . a 2 3 3 a Eee se 
N | 
1 4 
= load I ea ter 
! | 
! I 
] i ki - d N"; ’ | ’ 
| 0, fo ; \o ";cosada- cos a Zsna-vil.: : =: » (ZU. 
- igeosa)” da 
i—1] 
0 7 
Die Anfangsbedingungen erfordern die Angabe von 9 und N} für 10: 
( 
! F 
q (4,0) Pe} F'; Sr a a Ge ; a  ) - ;° 
=] 
N 4 
\ v 
( 47 (a.0) \ £ n 
, . .)*) 
\f k;-] kKa’oi . . . . . . . . . . ar). 
( mn 
l l 
Sınd diese Funktionen gegeben sie können aus Symmetriegründen nur ungerade Funktionen 


von a sein —, so sind auch die FE, und F'; und a, bekannt und die Aufgabe ist vollständig gelöst. 


5) Vgl. z.B. Hoheisel: Gewöhnliche Differentialgleichungen, Sammlung Göschen, Berlin und Leipzig 1926. 
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‘. Beispiel. Ein homogenes Seil habe die Länge 2s, und die Längeneinheit das 


(Gewicht 4,. 
Die Gl. (2) lautet nun 


Lt q 
tv a q,ds -$g: 
N \ lo Sn 
N) 

daraus folgt: 

Ga In | Ein | 

f< tvoa, ds d A oda. oO > 6 
do do COS” A ” ” (do oO A 


berücksichtiet man noch (4). so erhält man schließlich 


ı) 
’o 


O 2 (24). 


cos’a 


Ist, so wie hier, o, nicht gegeben, so ist es aus den übrigen Angaben, wie Seillänge 
oder Durehhang, zu berechnen. Man kann foleendermaßen vorezehen: 


cos a = 3 Den gu . (5), 
‚1 to” a g? 
| 
VO, 
» » | zn SQ 
“r cosads= | =68 o,2ır cin 
Ss u un 
z | 
r On 
(} ı 5 
aus der Gleichung 
m 7 LEN Sn P} 
om NL 1 Ve hr un 
i) i) 


läßt sich dann o, bestimmen. Der noch benötigte Winkel «, ergibt sich aus (25) 


| 


A, arccos u VE 

dan 

I 

On 
s u 4 . \ ö5 . Oo / . a) . . 
Der Ausdruck 4-+ —— - in Gl. (12) geht über in 4-+- : die Entwicklung in 

COS A (f COS 1] ‘4 
eine Potenzreihe ergibt: 
O, / 0,4... aa 0% La" au ja® h 
I - > — 4 + 53° 79” - + 125° ER. IS). 
oa g 7 g 2: yH: gyb: 


Setzt man nach (14) 


d,a - a, a” | ad. ! a.a ta, a” m .:.. i ; ; i : } R ‚ (29). 
So Ist 
der _ a j a 
z 25a,a+49a, a +6Ta. ®+8YIa,a’ +: :--- va ic 5 FÜ 
da r n 


Die Entwicklungen (28), (29) und (30) werden in die Differentialgleiehung (12) eingesetzt und 
die Koeffizienten verglichen: dadureh erhält man 





| O, )| a® 0,4 O, /\”]a® > 2 / [90 a\® 0, / | a‘ 
f rche | 64 +! .- - 
? A, e | q 5% 16; y | y a! 4 ] Id y 27 7 | 4 7: " 
(O1). 
nn ne a /\? ‚[9o A\® OÖ, /\’la® 
256 — 115% - 1167| : | —S6| - + z Ir ra 


Die Randbedineune (15) erfordert in diesem Fall 
OO, . 
\ -—- »sınada 0. 
ö COS’ A &g 
Das unbestimmte Integral wird wieder dureh Reihenentwieklune bestimmt. wobei man vor- 
A > ; sın a d | R i Bi i 
teilhaft die Beziehung - | \ verwendet. Man erhält damit schließlich die 
cos’ a da\cosa/} 


„Frequenzgleichung“ 
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A Nu a Ay Pf} P On . . VO a " U, 
22: \ t — Al + 02 106 A+b1=—-4] I 
.), ( .), (4 ‘f B 
- UT “ N Vo, 2 Nu a | Ay. +.) 
1384 — 4152 A +46 |) —8| 4) |  . (82). 
g 4 \gq r 
- - _ On [Oo a ’ f} |, Bu " wur 
H 150522 — 227342 443242 |" 2) — 1460| 7-4) +10] 0 
‘/ ‘4 7 11! 
Schreipt man sıe ın der Form 
VO Od, \ : O V, ö A‘ 
K,+K,\ÜAl+K,|A) +K,| A) +K, A} 0 (33) 
‘(f ‘( a ‘4 d 
so bedeuten die einzelnen Koeffizienten: 
i > | 62 ; 1354 DO522 
KR, 5% A, | 7! do | =, A, . y! ar I] ' A, 
| 106 1152 ’ 297 342 2 
N 1 7! Go ra dy (y Ko | | j A, 
jr 6 196 13242 o 24 
m = q A, A, (34) 
2 ‘! , 9! It! 
S 1460 
Ih or Ag | | ' Ag 
0 u. 
Ih A 11! A, 
Die Auflösung dieser Gleichung gibt die Folge der Eigenwerte 4;. Die Lösungen des 
Problems sınd: 
I FH. 
y 
/ > u;dV; 
=! 
1 I 
u -sına 
© On HM; i \ "; 2 ( A ’ 
2 COS" A 
N 1 
I I 
. ; a 1 
) 2, \ ıt; . \ da d «A 
‚ “ | \cos a \cosa 
il 
! FT. 
} oh \ d% dv 
I 0,o U; dat cos a r2sına»®, 
“ yeosa «cos a da 
i—] 
1. Es sınd 


für eın 
.) 


homoeenes Seil 
2 s, = 209,4 cm. 


folgende Werte, gegeben (Bild I): 2, = 200,0 em, 
Die Frequenz der Grundscehwingung ıst zu bestimmen. 
0, berechnet sich nach (26) zu o, =1915em; a, nach (27) zu a, 
eleichung (33) lautet mit diesem Wert: 


0.5000. Die Frequenz- 


00428126 - VO0I 231[*° 2] OOOOL26 | =e;) 000) 
Y J Y 


) . f) 
0000000 00011°° 2 0. 
‘4 


o Pr . > . . - un ° ° . . . . On Pr 
Die letzte Ziffer bei den einzelnen Koeffizienten ist unsicher. Der kleinste Wert von - "4. 
) 


4J 
. " . 0. . . s ‘ e 
der diese Gleichung befriedigt, hiegt beı /,, =bl; wenn 9 
YJ 
3sI 


Sl em/see” angenommen wird 
ist 4, EEE 312 sec und die Kreisfrequenz om =y 4%, 1768 see "'. Schließheh erhält 
-) 7 
man leicht die Schwingungsdauer T 


0356 see und die Anzahl 
(!) 


der Schwingungen in 
y 7 2s1 Hertz. 


der Zeiteinheit 


31s 
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Resonanzschwingungen eines Systems bei vektorieller 
Überlagerung der erregenden Impulse. 
Von Gerhard Heinrich in Wien. 
Mitteilune aus «dem Institut für Mechanik der Maschinenbauschule der Technischen Hochschule in Wien. 


1. Einleitung. Es kommen in der Praxis Fälle von Schwingungen vor, bei denen (die 
schwingungserregenden Impulse, als Vektoren aufgefaßt, ihre Richtung in bestimmter Weise 
mit der Zeit ändern. Dies tritt z. B. ein, wenn ein Schwungrad transversale Schwineuneen 
ausführt, die von Stößen herrühren, die von zwei an beide Seiten des Rades anschließende 
Kurbeln übertragen werden, wobei jeder Arbeitshub angenähert durch einen Stoß ersetzt 
werden kann!). Setzt man näherunesweise unendlich lange Schubstangze voraus, so erfoleen 
die Stöße. vom ruhenden Beobachter aus gesehen, immer in derselben Richtung, Die in die 
Radebene fallende Komponente der Drehstoßvektoren besitzt also ebenfalls immer dieselbe 
Riehtune. während ihre Größe sich ändert. Es rotiert also, wenn das Schwunerad mit kon- 
stanter Winkelgeschwindigkeit umläuft, bezogen auf ein körperfestes Koordinatensystem, der 
Drehstoßvektor mit konstanter Winkelzeschwindigekeit. 

lın folgenden sei ein rotationssymmetrischer Körper vorausgesetzt, der um jede beliebige, 
dureh einen bestimmten Punkt 0 der Symmetrieachse hindurehgehende und zu dieser senk- 
rechten Achse, Schwingungen gleicher Frequenz ausführen kann, wobeı sich der Körper selbst 
starr verhält und die Schwingungen dureh passende Federkräfte ermöglicht werden. Die 
Erregung der Schwingungen erfolge durch Drehstöße, deren Vektoren sämtlich in der Ebene E,, 
senkrecht zur Symmetrieachse durch den Punkt O0 liegen sollen. Es wirke in jedem Augen- 
blick immer nur ein einziger Drehstoßvektor, der mit konstanter Winkelgeschwindiekeit in 
der Ebene E, rotieren soll, während seine Größe sich mit der Winkellage ändert. (Sie kann 
auch Null und negatıv werden.) 


2. Ermittlung der ungedämpfiten Resonanzschwingung. 

a) Diskrete Kinzelstöße. Es seı zunächst vorausezesetzt, daß nicht eine kontinuiler- 
liche Folee von kleinen Drehstößen stattfindet, sondern, daß diskrete Einzelstöße von beliebiger 
(Größe in eleiehen Zeitintervallen aufeinanderfolgen, deren Vektoren den Vollkreis in k zleiche 
Teile teilen und daß die erzeugten Schwingungen ungedämpft sınd. Für das angezogene 
Beispiel bedeutet dies, daß man die Wirkune der Arbeitstakte auf die Anreerune der 
Schwingung näherungsweise dureh Einzelstöße ersetzt, die zu passenden Zeitpunkten statt- 
finden. wie dies in der zitierten Arbeıt näher ausgeführt wird. 

Ein einzelner Drehstoß erzeugt nun nach Voraussetzung eine ungedämpfte Schwingung 
um eine Schwineachse, die mit der Richtung des Drehstoßvektors zusammenfällt. Ist 9 der 
als klein vorauseesetzte Auslenkuneswinkel um dıe betrachtete Schwingachse, so eilt nach 
dem betrachteten Drehstoß: 

ı) c-sinof . ; ’ I 4 ae a. 


Hierbei ıst e proportional der Größe des zur Zeit { 0 erfoleten Drehstoßes,. während & von 
der Federkonstanten und den Trägheitsverhältnissen abhängt. 

Man kann 9 als der Größe nach mit der Zeit veränderliehen, der Riehtune nach aber 
konstanten Verdrehungsvektor ”# auffassen. (Für seine Größe muß man dann allerdines auch 
Null und negative Werte zulassen.) Erfoleen nun ın anderer Richtung noch weitere Stöße. 
so werden sich die zugehörigen Verdrehungen, da sie als klein vorausgesetzt sind, in jedem 
Augenblick vektoriell zu einer resultierenden Verdrehung zusammensetzen. Es ist nun zweck- 
mäßig, alle Verdrehungsvektoren auf zwei zueinander senkrechte Riehtungen zu projizieren. 

Es sei a eine beliebige feste Richtung, auf die alle Verdrehungsvektoren # projiziert werden 
sollen (siehe Bild 1). Der erste Stoßvektor, der unter g, gegen a geneigt sei und der zur 








1) G. Heinrich: Forsch. Ing.-Wes. Bd. 9 (1938), S. 177 ff. 
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Zeit t=0 auftreten soll, erzeuge eine Schwingung von der Amplitude e,, die proportional der 
Größe des Drehstoßes gesetzt werden kann. Ist o&, die Winkelgeesehwindiekeit der Drehung 
des Stoßvektors, k die Zahl der Stöße pro Umlauf, so findet der te Stoß um die Zeit: 

en i a —- = 2n(u—1) 
ti. En I) später statt wie der erste Stoß, und sein Vektor ist unter dem Winkel p 
gegen den ersten Stoßvektor geneigt. Bedeutet nun Va (ft) die Summe der Projektionen 
der ersten »n Schwingungsvektoren zur Zeit f und e„ die Amplitude der ı-ten Teilschwingung, 
so eilt offenbar: 


 ” I en 
MI vn. (08 FW v, \ , |) . f P E " . .) . 


sin 


Formel (2) eilt im Zeitintervall: 


I aln I) Ian 


! ee Eu a 
kn, kn (8). 


} [7 


Da sich nach Voraussetzung die Stöße bei jedem Umlauf ı 


ı eleicher Weise wiederholen, eilt: 


Bere este ee era 
für alle eanzzahligen j. Nach m vollen Umläufen des Stoßvektors gilt: an = k- m. Setzt man 


u=v+(j 1): k, so folgt aus (2) wegen (4): 








It I; 
y . .) .) 
x 27 nd, 20 | 
Big RE 5 ET 7 (y 1) -sINn«a / | -() I) k ; ; ‘ (2a) 
| cos | +7 Thom, | 
] | 
eültie für: 
3nlk- m 1) Ir m 
EEE ar at, sr 
Aus (2a) folet bei Verwendung der Abkürzune: 
‘'!) 
An ! (»)) 
Mn 
], 11 
y ) y 
AR, ’ ! 
wei \ C„‚cos|q, / ) 1) S1n of N W 1) Cost) l) l 
} | : 
| 
(2b). 
7 m 
y | .) y 
an y 
\ C„.cvsIıYP,1 (v I)! -cosinf —(j ) \ sın() I)ı 
un hi hi u 
) | ] ] 
Nun gelten die bekannten trieonometrischen Formeln: 
m w ) | y' m . y’ . y' 
E sın (2m = [—; sin m -sın(im —1)— 
cos (J I)y: Pe . sın ()J )y 
—— Br ) ® y ——— . ! 
er 2-SsnZ pa sin, 
Dies ergibt mit (2b): 
1 ) | Y / 
sın (Z m » 
49 cm | _ \ i | 2 T ß y 
A (f) = = „'Cc08|19,+ 1. (» I) sın Im f 1; (v ) 
Zu ) R. f nn u 8 
s-s1N | 
(2c) 
1 ‚ma 
sin(m N) ,-sin \ 
2 2 In 1, 
e,-cosip, + (vr I)!cosimft u, ) 
. u! m ’ Er I; | k 
sin, | 





Da die angedeuteten Summen nur eine endliche Gliederzahl besitzen und jedes Glied be- 
schränkt ist, können sie nicht beliebig hohe Werte annehmen. Resonanz kann also nur 
auftreten, wenn die Faktoren, mit denen die Summen multipliziert sind, mit m unendlich 
werden. Resonanz tritt also ein, wenn: 
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- 
sın — —=—; v=382.. Be L 23...) » » u a. u. x 


eilt und wenn nicht zeleichzeitie die erste Summe verschwindet. Es ıst nämlich: 


r/? 
: AN / 
| | sın (Z m +7 
lım . m 
sn ud 7 ’ 1? 
sn > 
une 
1) tj’ 
sın (MM 1) sın m 
-) 
lım 0. 
>.sn u 
uın 
ia ) 


Ist also 9,/;.(f) der Wert von ®9,'(t) bei Resonanz, so ergibt sich aus (2e) bei Berück- 


sıiehtieune von (6): 


mn; (!) m C„-cos |y, +4 (v I)| sin Im f (9 1)) Te; |) 


Da m zeren » wächst, nehmen auch die Ausschläge beliebig hohe Werte an. Die Bedineunge 


hierfür ıst. wie aus (5) und (6) folet: 


dv Ss i ’ : : : . b i i : ’ i : i (4). 


Nun ıst (7) aber keine hinreichende Bedingune. Aus (2d) folgt nämlieh nach einfacher Um- 


[formune: 


I 
y B En; ] 
(n\ m u -E an | 
ı j (f) : Sin f \ Cy COS 7, t- 1; 8 L-])(»v 1)) Heos|(p, 1; (s I\(v )) 
| l 
(2e). 
], 
m” PAR | an \ 
cos oft c„|sınlo, „ (8 -D)(r 1)) sin |, 1; (S I)» ))\, 





l,egt man nun die «-Achse an die Stelle 9, —=0, so gilt für die y-Achse 9, 5 (siehe Bild 1) 


_ 





und man erhält die zugehörigen Werte 9%, (H) und 9), (f) aus (2e) zu: 
h 
et) ı - ' en an 
60) z not \ Ce „COS 1. (s +1) (v 1) — COS 1; (S I)(v ) 
| (9) 
h 
-' on Eh | 
cos of e„\sin (s+N)(r —- 1)+sin (s— 1) —1)| 
/ k | 
une 
h 
Y .) .) | 
(m) m|. ‚an u 
I, (f) 5 sın on f \ „|sın (s L.1)(» ) sın (s I)(» I) 
j - | —— h h 1 
(9). 
, an an | 
cos nf C,|608 7 (8 I)(r 1) cos 1; (S I) 1): 





Die Bedingung dafür, daß bei Gültigkeit von (7) keine Resonanz auftritt, ergibt demnach 


h | Gleichungen, die man nach einfacher Umformung unter Benutzung der Eulerschen Formel 
| in die beiden Gleichungen: 


] , an 
R x I) l . N (s 1)(9 l) 
Zr. 
ee | 0 ET Wi Er 
} 1 1} l 


zusammenfassen kann. 
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Nennt man s die Ordnungszahl der Resonanzschwingung, so gibt (10) jene Ordnungs- 
zahlen an, für die Resonanz nicht auftritt. Für alle andern s tritt bei Gültigkeit von (7) 
Resonanz ein. 

In der früher zitierten Arbeit wird auf anderem Weg gezeigt, daß z. B. für zweı die 
Stöße übertragende Kurbeln, die unter 120° versetzt sind und die mit einer doppelt wirkenden 
Kraft- und Arbeitsmaschine verbunden sind. alle Ordnungeszahlen, die unzeerade Vielfache von 3 
sind. keine Resonanz erzeeben, wenn man alle Stöße von der Kraft- und Arbeitsmaschine, 
dureh die ihre Arbeitshübe ersetzt werden, gleich groß annımmt. Allerdings sind die dort 
aneeführten. aus der Anschauung abgeleiteten Resonanzbedingungen zu wenie umfassend. 
Wählt man die Einheit des Drehstoßes so, daß für die nicht verschwindenden ce, die Be- 


dingung |c, I gilt, so überlegt man leicht, daß für den erwähnten Fall gilt: k=6; e, =e, 1, 
6o=0 5,=t%, I. (Näheres siehe Abschnitt 3 der erwähnten Arbeit.) Setzt man 
dann s—3N, wobei N eine ungerade Zahl ist, so sind damit die Gl. (10) erfüllt, womit die 
obige Behauptung bewiesen Ist. Ähnlich kann man in jedem andern Fall vorgehen. 


b) Kontinuierliche Folge der erregenden Impulse. Es wird angenommen, 
daß keine eieentlichen Stöße erfolgen, sondern es soll auf den die Schwineune ausführenden 
Körper ein Drehmoment veränderlicher Stärke einwirken, dessen Vektor in der eingangs 
erwähnten Ebene E,„ mit der konstanten Winkelgeschwindigkeit &, rotiert, während der 
Momentenverlauf sich bei jeder Umdrehung periodisch wiederholt. Das vorliegende Problem 
läßt sich durch einen Grenzübergang auf das vorher behandelte zurückführen. 

Beginnt der Umlauf des Momentenvektors zur Zeit r=0 und ist M (o,- r) eine periodische 
Funktion von r, die proportional ist der Größe des Momentes zur Zeit r, so erfolgt zu jedem 
Zeitpunkt ein unendlich kleiner Drehstoß, der proportional ist der Größe: M(o,-r) dr. 

Geht man also in Gl. (2) mit k und damit auch mit » zur Grenze © und schreibt 
für im 9,” d=%, (ft), so ergibt sıch: 


k>% 
n—>>% 
n 
y .) | ze 
a an an | 
a (t) lım \ Cu + COS 9,7 (u I)|-sın Im d (11 ) 
Do m | Jh: ) hi Mg 
Nn>%4 7 u 
-) N 
Nun ist aber, wenn der erste Stoß zur Zeit 7==0 erfolgt: lim 7" («u -1)=w,r, und nach der 
ku k 
a u 
obigen Überlegung ist: lim eu = M (w,:r): dr. Dies gibt, in die Gleichung für 9, (f) eingesetzt 
k>% 
ur 
wenn die Summation bis zur Zeit r =? erfolet: 
{ . 
(8) M(o,:T)-cos(q, | ,T)-sın a (1 r)- de . . ’ . (11). 


u 


Da M(ow,-r) eine periodische Funktion von r ist, die denselben Wert annımmt, wenn der 
Umlaufwinkel &,t um 27 wächst, kann man eine Fouriersche Reihe ansetzen von der Form: 


=] 


M (m, )=A, + » A;- cos (a; u, $ : tan Du 


Man könnte nun 12) in (11) einsetzen und die Integration ausführen, doch läßt sich die Auf- 
gabe rechnerisch viel einfacher bewältigen. Gl. (11) läßt sich nämlich auch so deuten, als 
ob ein Moment, das proportional ist der Größe M (o,:r)-cos(p,+®,:r), und das ständig in 
Richtung der a-Achse wirkt, auf ein schwingungsfähiges System wirkt, dessen Eigen- 
schwingung die Form von Gl. (1) besitzt. Behandelt man nämlich diese Aufgabe in obiger 
Art durch einen analogen Grenzübergang, so kommt man, wie leicht einzusehen, ebenfalls zu 
Gl. (11). Da zur Eigenschwingung von der Form (1) die Differentialgleichung: 


9,4 NR TE EN 


gehört, so lautet also die Differentialgleichung unseres Problems, wenn man statt 7 wieder # 
schreibt und M (o,:#) so normiert, daß es das Moment, bezogen auf das Trägheitsmoment des 
Systems bedeutet: 


",+ 0°: 7 M(o,® cos (q ıt9' a ie at ae ee A 


( I 


Setzt man (12) ın (14) ein, so erhält man nach trigonometrischer Umformung: 
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1) () ı) | LOS AV, -(n,f) a (cos[P; -(j \ I)o,fl (OS Yi (/ I) »,t]l} (14a). 
Hierin bedeuten: 
) (1), l- a | 
ı J = 
ee (1») 


Um den Charakter der Lösunz von (lta) kennenzulernen, eenüet die Ermittlung eines 
partikulären Integrals. KEın solches ıst gegeben durch: 


F 
| cos (q, n.N | \ y Ä (eos [p; -() | Dr Ä cos |y; (7 I) o,#| 


| | > . 12 2 „2 _ Dos ı 
(er) (rt), 2 (') ()J (D, (') J Id, 


1) (16). 


\us (16) ersieht man, daß die j-te Harmonische zwei mögliche Resonanzfälle liefert, die 
eereben sind dureh die Bedingungen: 
wu 3 rer: x m a hr, 
VE 4 6 Bone ı 7. Tr |: 9 


Wenn (lTa) oder (17b) erfüllt ıst, versaet nämlich der Ansatz (16). Wenn alleemein für 
eanzzahlize % die Beziehungze besteht: 


(!) / (tt) i R ; 2 i N ß ; ; (18). 


so lautet «die zu (15) gehörige Kesonanzschwinzunge 9," nach dem bekannten Lösungsansatz 
für den Resonanzfall: 





Ä ! ' A,:ecos (q, N 
Va | | I, I SImd AR | kın,f) A} I -SINn(Yı | ko,#)] 7 ML Mn) 
| Ik U a)” Do 
, J (19), 
| \ ar cos [P, -(1- Deo,fl Ä | \ u \ ) A;-cos[y; ()J ))o,t] 
I mn” ()J I), ö m” (/ I), 
1 j ] 
4 F4 
- .) . ° vr | vi] ] x . . ° 
eültıe für 4 >23....0, Hierbei bedeuten > bzw. P) ' Summationen, die sich 
| j=1 
mit Ausnahme des ın Klammer stehenden Index über alle ganzzahligen Indizes von 1 bis 
erstreeken. Eine besondere Formel ıst nur für 9,® zu entwickeln: sie lautet, wie man 
leicht findet: 
| 
HPR Ä 2A, sin(p, to, — A,-Ssin(y,— o,#)N 
’ 4 + » IBM). 
| w ’ Ä cos |P; + (J Deo,fl Ä | , cos |y; () Do,fl 
) ev) (I1-7 BER ‘) er Sie ()J LI)’, 





\us (ID) und (19a) erkennt man unschwer. daß bei Gültiekeit von (15) Resonanz für alle 
l,aeen der Achse a nur dann unterbleibt. wenn Ar-_ı und Ar -ı eleiehzeitie verschwinden. 


3. Ermittlung der gedämpften Resonanzschwingung. 


a) Diskrete KEınzelstöße. Es eelten dieselben Voraussetzuneen wie ım Absehnitt 2a. 
nur seien die erzeueten Schwineuneen gedämpft und es möre ein Drehstoß, der zur Zeit t=0 
stattfindet. eine Schwineune von der Form: 


ı) e-snot-e { i j j i ’ i i (20) 


hervorrufen, wobei e die Dämpfungskonstante bedeutet. «©» ist die Kreisfrequenz der gedämpften 
Schwingung, die bekanntlich von der der ungedämpften abweicht, wenn man, wie es Formel (20) 
entsprieht, lineare Abhängigkeit der Dämpfungskraft von der Geschwindigkeit voraussetzt. 

ls sei zunächst zur Vorbereitung der Fall behandelt, daß alle Stöße dieselbe Größe und 
Riehtung besitzen. ‚Ist dann T der gleichbleibende zeitliche Abstand zweier aufeinander- 
foleender Stöße, so ist der Ausschlagwinkel 9,” (t) nach m Stößen, wenn der erste zur Zeit 
/ 0 stattfindet: 


9, Md=c Nsinoft -—G—1) Tje-t-u-mTN , . 2.2.2...) 


eültie ım Intervall: 


(22). 
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Bezeiehnet man mit J den imaginären Anteil einer komplexen Zahl, so kann man (21) auch 
schreiben: 


BC c-Jıe { l ). Dei I)Tı t )}, 


] l 


Man erhält hieraus nach der Summenformel für die geometrische Reihe, nachdem man den 
Nenner reell gemacht hat: 

je’ iim 1) 7 t!|-+ı (m 1)7 { e(mT—t) ( m 1 f) p le "+i "+l, pi | 
y me) f) A n ; 
Vu ( \ pP / He / :-C OS O) / | | 
Das dritte Glied des Zählers: e=![e F+io(T+N + eiv!| wird offenbar mit wachsender Zeit 
beliebig klein. Begnügt man sich mit der asymptotischen Lösung 9,” (N, die sich nach dem 
Abklineen der Anfanesstörune einstellt, so erhält man: 

e' (m I)T {| . sin | (m I) T Hi] e Im t| . sın | II T ! | 


: Bd | 3 C - | (la), 
“ P I J)e:T.coso es 


eültie im Intervall (22). 


Führt man die Zeit f, ein dureh die Gleichune: 


sıno T . 
to = u er a ee 
i e: 1 ecose 1 
so erhält man aus (2la) durch elementare Umformune: 

gr c.+e L u. )T].sino|t (m I) 7 - F| 

1 Ru €} .(21b). 


| | IE T.cos a I 


Wenn nun, wie ım Abschnitt 2a, je Umdrehung k Stöße erfolgen, deren Vektoren den Voll- 
kreis ın k gleiche Teile unterteilen, und wenn zur Zeit =0 der erste Umlauf des Stoßvektors 
beeinnt, so hat man %k Vektoren von der Form (21h) zu überlagern, indem man die Summe 
ihrer Projektionen auf die Richtung a bildet. Ist 9, der Winkel, den der zur Zeit = (m - 1) T 
erfolgende erste Stoß des m-ten Umlaufes mit der a-Achse einschließt, so schließt der um die 


Suche Dr v oo. T(r—1) 
Zeit N später erfolgende »-te Stoß des m-ten Umlaufes den Winkel 9, + N 
® . ‘ em: | (v 1) r 4 4 .. *. ® x ® 
mit der a-Achse ein. Ist %, ! n | die asymptotische Lösung für die Schwingung 
in der Richtung des »-ten Stoßes gemäß Gl. (21b), so erhält man die Summe der Projektionen 
u (v,—1) TI ER u 
der 9," It n auf die a-Achse, 9," (M), zu: 
l 
’_ I 1 
I, dD= \ 3, / -(3 ) cos Ip, I (y ) (34). 
pP EREEEEEN /, ) l, 
_—| 
x. r ( edlt) I ‘ .. 
Durch Einsetzen des Wertes von %, / 1 (v I); entsprechend Gl. (21b) erhält man: 
! (m I)T Ir r | YIadı |) 
Kae h -sın o \tE- (m- 1) T 1: U+t,|-cos|g, + n 
BE Et; — | | | | (24a) 
m | | Je ET, COS (4) / wi el 
v1 
eültie ım Intervall: 
Ki-g . " 
| m) BEE 8 an Er 


Es soll nun für den praktisch wichtigen Fall der kleinen Dämpfung aus (24a) die Resonanz- 
bedingung abgeleitet werden. Der Nenner von (24a) nimmt dann bei immer kleiner werdendem 
nn) 


e beliebig kleine und somit 9,” (t) beliebig große Werte an, wenn die Bedineung erfüllt ist. daß: 


cos oT | at a 


Da außerdem die Beziehune eilt: 


T: a u BE EEE che nn ME 
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so liefert dies die Resonanzbedineune für kleine e: 


ce) Ss: :@, ? : ’ ; ‘ (28) 


lür eanzzahlıges s, was mit Gl. (i übereinstimmt. Bezeichnet ya !) den Wert von 9,(t) 


beı Resonanz. so erhält man aus (?4a). (27). 2S) und (23): 


E wu C, t— (m —1)7 3 ‚. ön8 v— | Zr(vr—1)]\ 
Dr if} -sın f — T|-cos Ip, + (4b) 


h; 


)- 


eültie ım Intervall (25) 
Doch gibt es auch hier gewisse Ordnungszahlen s, für die keine Resonanz eintritt. 


Wählt Ian dıe Y Achse und - \chse \\ jede Ei ntsprechend Bild L. So sind diese oeekennzeichnet 


dureh die Werte « Vundg, 5. Man erhält dann aus (24b) nach einfacher Umformung 


hei Verwendune von (27): 





y ) 
ı) / sınseom.ft \ ( et . | FE inlni |) a Fr 1) 
| | PA hi h 
(29), 
\ 8 ’ ( Ans In 
COSS N, eu e.5 8 u sin ]: (v Ii-cos 1. (r 1) 
/ y ) ) 
ı) (f N In so / \ r e! r cos, |) sın Tb ) 


(33). 


U(OSN (N / C, . eo! | | -sın (vv l)- sın (vr 





Wenn alle 4 aneedeuteten Summen eleichzeitie verschwinden. kann keine Resonanz auftreten. 
Die Bedineuneen hierfür ereeben wieder 4 Gleiehungeen. die sich ın die beiden Gleichungen 


zusammenfassen Für verschwindende Dämpfung gehen die Gl. (34) ın die Gl. (10) über. 


b) Kontinuierliche Impulse. Es sollen dieselben Voraussetzungen gelten wie im 
Absehnitt 2b, nur seien die Schwingungen gedämpft. Man kann dureh dieselbe Argumentation 
wie im Abschnitt 2b zeigen, daß die Projektion der Schwingung auf eine beliebige a-Achse so er- 
mittelt werden kann, als ob ein Moment von der Größe: M(o,M:-cos(p, + @,:#), das ständig 


in die Riehtung der a-Achse fällt, die Schwingung anregen würde. Zur gedämpften Eıgen- 
schwineune von der Form (20) eehört die Differentialeleichung: 


ı} 9; J + $ - |)» ). 


J —_ Mi 


Die Differentialeleichung des vorliegenden Problems lautet also, wenn man M (o,:t) wieder 
so normiert wie ım Abschnitt 2b: 
! ci ler Da), M(io,:P)- cos (g -om,.®) a i ’ . (39). 


Pr, 0 


was mit dem Ansatz (12) nach trıeonometrischer Umformune liefert: 





Far ai Var (i (m pp A, cos (g, -ın,®) 
| \' (39a) 
7 | cos | w Io, fl H eos |y; (J Do,tl;, 
wobeı 5; und y; dureh (15) erklärt sind. Die asymptotische Lösunge 9, von (35a) ıst nach 


bekannten Methoden leicht zu ermitteln. Sıe lautet: 
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Q A, cos[Y, ro, (f t)] | \ ; cos [P5+ U -1)w,(t +1;- 1)} 
7 - == = ar A; - = wu - 2 
) (Er VD, ) 7 LE’ w, A j [e® ro (Jr I)’, + bi (J -j 1) „Vo, 
=] 
cos |y; (J I))o,(t-+ t; ı)] | 
ve + —-G—-1 op +4e 1)’ wo) 


Hierbei ist #, allgemein erklärt durch: 


2 € k: Lu FR 
ig k: Vo t, 2 
er. k” Do 


für ganzzahlige k, und zwar gilt, um den Quadranten des Winkels ko, t, eindeutig festzule 


T 0 
COS KR (U) ! 2 
och | 4 k? Vo |’ en | € I V, 
. ] f 2A: k Do 
sIn Ak 2 2 
4 0 l | (je? t— (ı)“ k? vn, | € / >,” 


Wie man aus (36) sieht, liefert die j-te Harmonische zwei mögliche Resonanzfälle, für die 
jedingungen gelten: 


oder: 


Wenn allgemein für ganzzahliges k die Beziehung besteht: 


so ist die zugehörige Resonanzschwingung d,"), wie sich aus (35), (37a), 7b) und (40) eı 
gegeben durch: 





y (k) A, cos|y, + @,(t +t)] A}; 1 sın (Pu H-kn,®) A, 4 1 sın (YA | k,t#) 
! 1 [77 [7 } “ [57 N [37 [> } T 
’ ] Aue u.’ Oo, ) —r Le“ Do Leck 0), 
| \ eh 1) A;- cos |p; + (J 1 )o,(t+t; ı)| 
2 ’ ] ur - (m* (j-+ | ”o,| nn | £° (j nn | j? D, 
J-l 
| Var A; cos |y; -— G - Vo, (t+t;-ı)] 
E vie +o°—- Go] +48 G— 1) 
| 
JS. JS . 
. : B . JRR h 1 vl 7 ]) ® . . . 
wobei die Symbole I und I" dieselbe Bedeutung haben wie im Abschnitt 


j-] ge] 
Eine besondere Formel ist noch für 9, erforderlich; sie lautet: 


a: 0 2 A,-sin(p, +09,#%) A,-sın (y, o,8) 
Vu = : Zn 
lt: (VO, 
| \ r A; eos|P; + +) ow, (t | t; ı)] 
2 hass | l: “+ m? (+ 1)? Du) +4. (j+ 1)’ on, u EN 
= 
’. 
| \ (2) A, cos |y; (J )o,(t+t; ı)] 
2 1 UEEEER | l: ® + m? (J 1)’ Re . le? (J n 1)? Di 
EI 





(36). 


gen: 


(31a). 


(31 b). 


die 


(38) 


(39). 


(40). 


oıbt, 


(41), 


2b. 


Ila). 


Aus (41) und (41a) ist zu entnehmen, daß bei Gültigkeit von (40) eine Resonanzschwingunge 


nur dann für alle Lagen der «a-Achse unterbleibt, wenn Ar_ı und Ar.ıı gleichzeitige 
schwinden. 


VEeT- 
351 
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/usammenfassender Bericht. 


(senäherte Berechnung von Figenwerten. 


Von L. Collatz ın Karlsruhe. 


Feststehend gebrauchte Bezeichnungen. 
I, M lineare (gewöhnliche oder partielle) Differentialoperatoren. 


"Ba eig: en ra, . die der Größe nach geordneten Eigenwerte des betreffenden Problems 
(mehrfache entsprechend mehrfach zezählt),. Nur in einieen Zahlen- 
beispielen der Tafel V sınd die Eigenwerte (Quadrate der Eigen- 


[requenzen) mit 4,”, 5°, ... bezeichnet. 
Fi #8: die zugehörigen Eigenfunktionen. 
u u untere Schranken für die Eigenwerte, 1, /,. 
FE IE EI obere Schranken für die Eizenwerte, 1, > /,. 
I|..1,.,.4.......4,.... Näherungen für die Eigenwerte, von denen nicht von vornherein be- 


kannt ıst, ob sıe untere oder obere Schranken sınd. 


1‘ eine den Randbedineuneen (les Problems und OEeWISSENn jeweils venauer festzuleeenden 
Differentiierbarkeitseieenschaften zeenüzende, aber sonst wıllkürliche Funktion. 


»,y unabhängige Veränderliche. 
s.t eharakterisieren die Gesamtheit der unabhäneieen Veränderliehen. 


‚ds. ‚dt ohne Angeabe der Integrationserenzen bedeutet stets Inteeration über das 
(rundeebiet. 


1. Ziel des Aufsatzes. In der folgenden Arbeit soll im Anschluß an die klassischen 
Methoden zur genäherten Berechnung von Eigenwerten eine Reihe neuerer Methoden kurz 
zusammengestellt werden, wobeı besonders auf die Bestrebungen, für die Eigenwerte untere 
Schranken aufzustellen, einzeranzen werden soll. 


Obwohl man «en Stand der Entwieklune noch keineswees als abzeschlossen bezeichnen 
kann, ist es notwendie, von Zeit zu Zeit sich Rechenschaft über das Erreichte zu geben und 
sich Klarheit zu verschaffen. welehe Punkte am notwendiesten der Weiterarbeit bedürfen. 


ls werden Eigenwertprobleme beı Differentialgleichungen der Gestalt 


Lie] +iMlol=0. .. : 2 2 2 2 #2 2 72020 AD 


oder ın der spezielleren Form 
lly]|+ip-« ie ., %, , sichten 2“ u A 


betrachtet. Dazu kommen jeweils noch die zugehörigen Randbedingungen. ZL|y] und M[y| 
sind dabei in g lineare (gewöhnliche oder partielle) Differentialausdrücke. (1.1) stellt die all- 
vemeinste auch in / lineare Differentialeleiehung dar. Viele der ım folgenden beschriebenen 
Methoden sind nur auf die speziellere Gl. (1.2) anwendbar; aber es sind in letzter Zeit doch 
schon bei so vielen technischen Problemen Differentialgleiehungen der Form (1.1) aufgetreten. 
daß man sieh nieht mehr auf die Gestalt (1.2) beschränken darf. Daher sind die Methoden, 
soweit sie sich aueh auf (1.1) anwenden lassen, entsprechend allgemein dargestellt worden 
(die rein mathematische Durehforsehunge der Gl. (1.1) ıst noch nieht abzeschlossen). Dabei 
ist (1.1) nieht das allgemeinste Eigenwertproblem überhaupt, da der Parameter 4 dort linear 
auftritt. Es gibt teehnische Probleme, bei denen der Eigenwert / nichtlinear vorkommt (z. B. 
bei Federhofer IF. I) ’). 





Der Aufsatz soll eine zusammenfassende Übersicht der verschiedenen Methoden geben. 
Dazu gehört an einzelnen Stellen auch eine kurze Darstellung der Beweise, soweit es zum 
vollen Verständnis der Methoden und im Interesse des Zusammenhanges zwischen den ein- 
zelnen Methoden wünschenswert erscheint. Jedoch mußte auf eine vollständiee, bis zu den 
technischen Einzelheiten reichende Durehführung der verschiedenen Verfahren verzichtet 


werden. 


(roße Buchstaben mit Zahleı n eekieen Klammern beziehen sieh auf das Schrifttumsverzeiechnis am Schlusse 
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2. Kurze Aufzählung der verschiedenen Methoden. Der erste Abschnitt über die schritt- 
weisen Näherungen ist für den ersten und die höheren Eieenwerte bei der alleemeinen Gl. (1.1) 
anwendbar. Es wird darauf hingewiesen, daß man unter Umständen vorsichtig vorgehen muß. 
Für den wichtigen Spezialfall des ersten Eigenwertes der Gl. (1.2) (mit gewissen Voraus- 
setzungen über die Selbstadjungiertheit usw.) werden die brauchbaren, oft sehr engen Schranken 
von Temple besprochen. 

Der zweite Abschnitt über das Ritzsche Verfahren ist ebenfalls auf viele Gleichungen 
der allgemeinen Gestalt (1.1) anwendbar. Das Rıitzsche Verfahren darf nieht immer in der 
Galerkinschen Form angewendet werden. Mit den Gleichungen von Ritz werden die von 
Grammel verelichen, die sich auf die Gl. (1.2) beziehen. In vielen Fällen, besonders beı 
analytisch bequem zugänglichen Problemen kann man nach der Methode von Trefftz- 
Wiıllers untere Schranken für die Eigenwerte aufstellen. 

Die Einschließungssätze für die Eigenwerte der speziellen Gl. (1.2) im dritten Abschnitt 
liefern bei oft nicht großer Rechenarbeit Schranken für die Eigenwerte, die entsprechend 
erob sind. Um enge Schranken zu erhalten, muß man die Eizenfunktionen recht genau 
schätzen können. Für den ersten Eigenwert wird die Trefftz-Newinesche Verfeinerung 
der Weinsteinschen Methode angegeben, die oft enze Schranken liefert. 

Ebenso liefert das Differenzenverfahren im vierten Abschnitt bei geringer Rechenarbeit 
einen Überblick über die Eigenwerte. Bei relativ großer Maschenweite (wenig Teilpunkte und 
daher wenig Rechenarbeit) werden auch die höheren Eigenwerte erößenordnunesmäßig erfaßt. 
Für genauere Berechnungen kann man bei entsprechendem Mehraufwand an Rechenarbeit 
das Verfahren zweiter Annäherung verwenden. 

Die Methoden der Störungsrechnung im fünften Abschnitt leisten gute Dienste, wenn 
man zu dem vorgelegten Eigenwertproblem ein Problem mit denselben Randbedingungen an- 
eeben kann, dessen exakte Lösung bekannt ist und bei dem die Koeffizienten der Differential- 
eleichung sich wertemäßig nicht viel von denen der Ausgangsdifferentialeleichung unterscheiden. 

Im sechsten Abschnitt werden kurz einige ganz grobe Methoden genannt, die leicht zu 
handhaben sind und für die Eigenwerte oft schlechte Näherungen liefern, die aber doch für 
manche der in den anderen Abschnitten genannten Abschätzungen wıchtie sind, bei denen 
man z. B. für die höheren KEigenwerte wenigstens ganz grobe ungefähre Werte benötigt. Der 
Vollständigkeit halber wurden auch die Integralgleichungsmethoden kurz erwähnt. So wert- 
voll der Zusammenhang mit den Integralgleichungen für die Theorie ist, so tritt die Green- 
sche Funktion für numerische Zwecke hinter den anderen Methoden an Bedeutung zurück. 
Bei komplizierteren Problemen, besonders bei partiellen Differentialgleichungen sind die Me- 
thoden, die die Greensche Funktion verwenden, praktisch unbrauchbar. 

Der siebente Abschnitt erläutert die in den vorangegangenen Abschnitten besprochenen 
Methoden zunächst ausführlich an einem und demselben Zahlenbeispiel und gibt dann in einer 
Tabelle die Ereebnisse der verschiedenen Methoden an eine Reihe weiterer numerischer Beı- 
spiele. 

Manche der in diesem Bericht beschriebenen Methoden sind auch auf andere Probleme 
(Randwertprobleme) anwendbar. Jedoch sind die Verfahren hier nur so weit beschrieben, 
als sie zur genäherten Berechnung von Eigenwerten in Betracht kommen. Das gilt insbesondere 
für das Ritzsche Verfahren. Die hier beschriebene Form des Ritzschen Verfahrens ist 
ganz auf Eigenwerte zugeschnitten. Auch die Bemerkungen über die Integralgleichungen 
beziehen sich nur auf die Berechnung von Eigenwerten von Differentialgleichungsproblemen. 


|. Abschnitt: 
Das Verfahren der schrittweisen Näherungen. 
3. Das Verfahren im allgemeinen Fall. Zur Bestimmung des kleinsten BKigenwertes 4, 
von (1.1) geht man von einer willkürlich gewählten Funktion F,(s) aus (s verkörpert die Ge- 
samtheitder unabhängigen Veränderlichen) und berechnet eine Anzahl Glieder F, der Funktionen- 


folge, die dureh 
L|F„)J+M|[F,„_,|=0 U» 76 ©. AU re re <> 3 |; 
F',, ... den Randbedingungen genügen sollen, festgelegt werden. 


und die Forderung, daß F', 


Als Näherungswerte 4,” für 4, werden die Werte (für n = 1,2,...) 
j.® F M | Fu. ‚jds F, l; Fi ds (3,0) 
I), 
| \F„M[F,ldas  \F,M{R,|ds 


angesehen ?),. Morrow [M.4] hat an einer großen Anzahl von Beispielen bei gewöhnlichen 
?, Für das Verfahren der sehrittweisen Näherungen (3.!) sind aueh andere Namen gebräuchlich, z. B. sukzessive 
Approximationen und für spezielle Fälle Engesser-Vianello-Verfahren. 6.2) ist die sinngemäße Verallgemeinerung 

der üblichen Mittelwertmethoden, vgl. Grammel [G. 1]. 
1» 
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Differentialeleichungen gezeigt, daß man in dem Ausdruck (ohne Ausführung von Integrationen, 
also mit geringerer Rechenarbeit) 


(M[F„.,\ _{LIF,l 


MIF,| \ M{F,] (3.3) 





brauchbare Näheruneen erhält, wenn man die Differentialausdrücke an der Stelle E nimmt, 
an der F, seinen größten Wert annımmt (Stelle größten Ausschlags). Die Formeln (3.2) und 
(3.3) können auch zur Aufstellune von Näherungeswerten für die höheren Eigenwerte benutzt 
werden, indem man für F,, eine Funktion einsetzt, die ungefähr den erwarteten Verlauf der 
entsprechenden höheren Eigenfunktion wiedergibt. Jedoch hat Blumenthal [B.4] an Bei- 
spielen gezeigt, daß man mitunter beim Schätzen der Eigenfunktionen vorsichtig sein muß 
und daß das Verfahren der schrittweisen Näherungeen geeen falsche Werte konvereieren kann. 
Ferner hat Biekel ([B.2] 5. 271 bis 272) Beispiele angegeben, in denen die erste Ober- 
schwingunge dieselben Knotenstellen hat wie die Grundschwingung, in denen also die Knoten- 
methode (vgl. etwa lHlohenemser-Prager [H.5] S. 216 bis 227) nicht unmittelbar an- 
wendbar ist. i 
Aussagen über die Konvergenz des hier genannten Verfahrens und über Fehlerschranken 
können jedoch erst gemacht werden, wenn man über ZL und M engere Voraussetzungen trifft. 


4. Zugrundelegung einer spezielleren Problemklasse. Das Rayleighsche Prinzip. Es seı 
jetzt MIF] -p- F, wo p eine stetige, positive Funktion ist, und in 


l, |] -/»P9 0) 


| 


werden bei den foleenden Betrachtuneen von dem Differentialausdruck L und den Rand- 
bedineuneen die Eieenschaften benutzt: Es ıst 


wLiwlas<0 2. 222 2 2 2220.20. (1) 


für jede den Randbedingungen genügende, nicht identisch verschwindende Funktion »?*). Es 
existiert eine symmetrische Greensche Funktion @ (s, f) (es ist für die numerische Rechnung 
nieht nötig, daß die Greensche Funktion wirklich aufgestellt wird), so daß die Aussage: 
y erfüllt die Randbedingungen und L|p]= u gleichwertig ist mit 


4 





p(s) SETMaE Iiin 5 ©; > 


Das Kigenwertproblem besitzt eine abzählbare Folge diskreter positiver Eigenwerte 
<A, 4,4, =... Die Bedingung \w L [ie] ds< 0, deren Erfülltsein man in vielen Fällen 
direkt dureh Teilintegration bestätigen kann, ist gleiehbedeutend damit, daß die Greensche 
Funktion @ (s, f) positiv definit ist (Courant-Hilbert [C. 4] S. 104/105); setzt man nämlich 
I,\m| 2, so Ist 

(is) L[w(s)| ds ı (s.Nz(Mz(s)dtds. 


Die hier gestellten Bedingungen sind z. B. stets erfüllt bei den selbstadjungierten ge- 
wöhnliehen Differentialeleichungeen 


(l (ec) f(ar)) -k,(a)f() | ‚.p(ar) f(.r) v0 " : ö 3 5 \ , b R 2 ö £ (4.3). 
(J, EIN ai er), H-(k(a)f ()) r. a) f(x) .p(a)f(&) () 3 ö 2 - " S (4.4). 


wenn p, Ay. A, 4, positive Funktionen und die Randbedingungen an den Randstellen VO und «a 
so besehaffen sınd, daß für zwei beliebire, den Randbedineuneen zenürende Funktionen 
und z ım Falle der Gl. (4.5) gilt (selbstadjungierte Randwertaufgabe) 


Ik, (m 2’ a A  ' © 


bzw. ım Falle der Gl. (4.4) 


I- w(k,2"’Y+z(k,w’) —k,'n"z:’ —wz’)+k (we —zw)®=0 . . . (4.6). 


Kıne Aufzählung einer Anzahl von Randbedingungen, in «denen (4.5), (4.6) erfüllt sind, findet 
sich bei Frank-v. Mises [F.2], S. 567 u. 577. Auf eine Aufzählung weiterer Eigenwert- 
probleme (z. B. auch bei partiellen Differentialgleichungen, Frank -v. Mises [F. 2], S. S7Sf.), 
bei denen die oben genannten Bedingungen erfüllt sind, muß hier verzichtet werden. 


Diese 1; (J neuıneıstinn ıneheı Fiille: etwas ı scharf. 7 B.bei dem Eigenwertprobl m yr’ Ay ı, yia) y(b), 


'(a) ib) ist diese \oranussetzune ı ht erfüllt Den tandbedi 


eungeen gentgt I und es ist \weL][ıe|da , 
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Unter diesen Voraussetzungen über das zugrunde gelegte Eigenwertproblem gilt der be- 


t 
kannte Reziprozitätssatz: Erfüllen 9 und 9* die Randbedingungen und ist L[yp] = w, 
I, [9*] = u*, so folgt 


| u(s)g *(s)ds [ | j (ı (s,) u" (f) dt) u(s)ds 
Ile d,s)u(s)dslu* () dt= Sup dt 
oder 
p* L[ylds \q Llp*jds = : r z k . R : ’ . b (4.7). 
(Geht man wie in 3 von einer willkürlichen nicht identisch verschwindenden Funktion 
F, aus, so berechnet man den Randbedingungen genügende Funktionen F, F,, ... nach 


LiF„|Ä+pF,„-,=0 93 PE en Ge  ; 3° 5 


1 


Dann sind sämtliche Zahlen 


\pF„Fn_,ds 
Uen 4 - Be EN te a 
ie \p ru 


wi 


obere Schranken für den kleinsten Eigenwert /, (Rayleighsches Prinzip). Da F, eine will- 
kürliche Funktion war, genügt es, den Beweis für «a, zu erbringen, Da diese Zahl «, auch 
in den folgenden Abschnitten (in ganz anderem Zusammenhang) wiederholt auftritt, sei für 
sie der Buchstabe R (Rayleigh) eingeführt. 


\F, LI[F,|ds 


(4.10) 
\pF’ds 


[TR R | F' | Ban 


Ebenso sind dann die mit den weiteren Funktionen F',, F',, an Stelle mit F, gebildeten 
Rayleighschen Quotienten R[F,;,], R[F,], ... obere Schranken für A,, aber — das sei aus- 
drücklich betont es braucht nicht R[F,|= 4, zu sein (wie z. B. schon das triviale Beispiel 
L|fl+ipf=f"+rf: fO)=f()=0; F,=1 zeigt); das hängt damit zusammen, daß die F', 
F,, ... die Randbedingungen erfüllen, dagegen F\, sie nicht zu erfüllen braucht. 


5. Beweis des Rayleighschen Prinzips. Da dieser Beweis die Grundlage für die folgenden 
oberen und unteren Schranken bildet, muß noch kurz auf ihn eingegangen werden. Er ergibt 
sich leicht bei Betrachtung der Hilfsfunktion 


vbiPi- BsFf, = — FE + Ro AM : : 2 2 sn... .% al). 
Nach der Definition (4.10) von R ist w zu F', orthogonal: 
\ 1) F', d s—() : x R i F : i ; : F j : i : (3.2). 


Ist y=0, so ist F, Lösung von (1.2) und R ein Eigenwert, also die Behauptung R=4, 
richtig. Ist y nicht =0, so sei u(s,/) die den Randbedingungen genügende Lösung der 
Differentialgleichung 

L[ul=y—/ipu (2.9), 
die aus (5.1) hervorgeht, indem man R durch den Parameter % ersetzt. Für = R ist also 
u(s,/)=u(s,R)=F,. Die Funktion «(s,/) existiert bekanntlich für Werte 4, die nieht 
Eigenwerte sind. Ferner wird eine weitere Hilfsfunktion eingeführt 


w ()) \u(s,/)w(s)ds (u L[u]+ipuw) ds. 


Wegen ud(s,R)=F, und (5.2) gilt w(R) \vyF,ds=0. Weiter ist » (0) = 
-\a(s,0) Lu (s,O))Jds >O nach der über 1, getroffenen Voraussetzung (4.1). 


Pu 


Nun wird noch gezeigt, daß w (4) für Werte von 4, die nicht Eigenwerte sind, eine 
positive Ableitung besitzt. Daraus folgt dann, daß zwischen O0 und AR mindestens ein Eigen- 
wert liegen muß; denn sonst könnte nicht » (0) >0 und w(R)=0 sein. Das ist dann die 
Behauptung 

Rr 5 . . . . . . . , . . . a . . (2.4). 


Nach dem Reziprozitätssatz (4.7) ist nämlich für zwei voneinander verschiedene Parameter- 
werte / und 4* 
\u(s,4) L[u (s,4*)] - u (s,4*) Lu (s, W)]ds—=0. 
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Drückt man L[u]| nach (9.3) aus, so folgt 


v(s)tu (8,4) -u(ls, ds + (4 — A\pu(s,/)u(s,/*)ds—0 


\ puds, /)uls,/i")ds. 


(renzübereane ereiıbt die Behauptung 


dm \ } ] 
‚u (s./)ds v0), 
di l 


6. Weitere Untersuchung der Zahlenfolge «,. Für die F/, aus (4.8) gilt: 


„ds a,„ıst von k unabhäneie. . . 2. 2... . (64), 


„ 7 


p FF 
denn 
pF,F,ds p(s) Fi, (s)I\@(s, f) pdrF,_,(Hd tıds 
| p(s) F,.(s)G (t,s) ds|p( dF, ‚Hdt -\p Fr..ı,f} dt. 


Die Einführung der Größen a,„ und die Schlüsse, die (6.3) ergeben, gehen auf H. A. Schwarz 
IS.5], S. 247 bis 252 zurück. Die Größen a, sind sämtlich positive Zahlen, denn je nachdem 


der Index eerade oder uneerade ist, eelten die Darstelluneen 


an |p F?ds>0 


| = 12...J% 
I,|F,+,]|4s>0 nach 4.1] 


Die dureh 


u (n 6 AR Te ., 162 


definierten Zahlen x, bilden eine monoton abnehmende Folge. Denn nach der Voraussetzung 


über L gilt: 9, w L,|we|ds 0 für alle den Randbedingungen genügenden Funktionen 
und (, pw’ ds 0 für alle Funktionen w. Man darf also bei @&, für w die Funktionen 
F,F,,... einsetzen und bei 9, auch noch F, hinzunehmen. Setzt man nun w=ar,„+PpF,„+,: 


so erhält man zwei positiv definite quadratische Formen in den Parametern a und p: 


9,=a,.-",” +2a,,. aß+a,.::ıP »el,2®,..,J); 
(), Oon da“ 2 len ‚ap Oo Lo D° (H Ba. 
Die Koeffizientendeterminanten sind also positiv, d.h. 
u (n A 
und 
m (,, ni, (n 0.12 
oder 
u, | PA. 75 ee 


Da die v,„ mit geradem » und die mit ungeradem n eine verschiedene Bauart haben 
(es ist z. B. u, dureh (4.10) gegeben, während 


\p Err.8 
lt, a u re En RT 
\p FF.ds 


0 1 


ist), erhalten wir zwei scheinbar verschiedene, in Wirklichkeit aber gleichwertige Minimal- 
prinzipien für /,. Ist »# eine die Randbedingungen erfüllende Funktion (mw entspricht dem 


obieen FF) so eilt nach (6.4) und (4.10) 


“ 
\ -(Lfwe]® ds 


t, la] A, (6.») 
\eLb|w]|ds 
und 
\e L|we]| ds . 
> * * 
«,[e]| = Ale] i ee | 
i \pmw" ds 
3) Der Sachverhalt „> "34 > Hyr» findet sieh im Spezialfall der Gleiehung für Transversalschwingungen von 
Stäben auch bei Hohenemser-Prager |H.4]|. Setzt man F, = Yu» Fs = v1, L|y]= (E Jg)" und das hier benutzte » 
rleich dem dortigen g. so sind die dort unter (8), (9), (10) genannten Ausdrücke gleich den hier gebrauchten Größen 
9. 1. Der Beweis für die Tatsache "> “43 > u43> 4, wird dort durch Heranziehen des Eintwicklungssatzes er 
bracht. \nf die Einordnung der Hohenemser-Prarerschen Aussage in die Theorie der schrittweisen Näherungen 
wies bereits Herr D: Dr. K. Klotter in seinem Vortrage auf der Deutschen Physiker- und Mathematikertagung in 


Stuttgeart 10955 hin 
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Man kann hier auch die Greenseche Funktion einführen und erhält dann die Minimal- 
prinzipien in einer Gestalt wie bei G. Hamel ([H. 1] S. 88, Satz 24). 


7. Aufstellung einer unteren Schranke für /,. Hierzu wird eine Ausgangsfunktion //, be- 
trachtet, die zu pf, orthogonal ist (f, bedeutet eine zu 4, gehörige Eigenfunktion von (1.2)). 
Es wird vorausgesetzt, daß 4, ein einfacher Eigenwert ist. Entsprechend den F,, «d,, 4 
b,,. ?,„ definiert durch (/7,, H,,... sollen die Randbedingungen erfüllen) 


H 


werden die H 


93 


h 


LIH„]+ p Hn-ı =; b,, 9 Hr; H„-ı48; 9, n ' (n ri ar VERS: 


[Z 


Mit //, sind alle HM, zu pf, orthogonal: 
\H.pfids \pssf,(S|I\p(d H,„_, (HB G(t,s)dtlds 
dt=A, "\H,rf,ds=0. 


‚(ih 
\p(h H, nf 


s 
. . 


Die oben für die F', abgeleiteten Sätze gelten natürlich auch für die H,; für die », aber gilt 
nieht nur v, = v,.,-24,, sondern sogar »„- 4, für alle na. Denn führt man jetzt die Be- 
trachtung mit den w(s,/) durch, so gilt für die (5.1) entsprechende Funktion y pH, 
+r,p H, die Beziehung: 

\yvf, ds 0: 


das ist gerade die Bedingung, daß die (9.3) entsprechende Gleichung auch für den Eigenwert 
), 4, lösbar ist. Für die jetzt aufzustellende Funktion »# (A) ist also /, kein Ausnahmewert ’*), 
Ks muß also zwischen O0 und », außer 4, noch mindestens ein anderer Eigenwert liegen, d.h. 
v„ 4, und ebenso v„- 7, für alle n. 


Kiınschaltung: Für die numerische Rechnung kann man bei Kenntnis des 
ersten Eigenwertes 4, als HM, die Funktion F, 4, F, verwenden. J. Koch [K. 3], S. 215, und 
IK. 4] S. 10 empfiehlt, zur genäherten Berechnung des zweiten Eigenwertes eine Funktion II, 
zu benutzen, die zu dem letzten berechneten p F,, (also der besten Näherung, die man für 
die erste Eigenfunktion f, hat) orthogonal ist und zu dieser nach (7.1) verbesserte Näherungen 
zur zweiten Eigenfunktion zu bestimmen, wobei man vorsichtshalber nach jedem Schritt die 
Komponente der ersten Eigenfunktion wieder abziehen muß, d. h. man rechnet nach 


LK|H,)|+ y M,. 0 


F',. t. ' _ 
\(M, y F,)ds (bi “ we SEE 2. 


Hı Hi \pFnds 





HA,“ erfüllt die Randbedingungen 


Entsprechend verfährt man bei den höheren Eigenwerten. 
Für einen bequemeren Beweis der Endformel (7.4) jedoch wird hier gesetzt 


HM F,—cf, mit e=\pf, F,ds, 


0 


wobei die Eigenfunktion f, dureh \pf,’ ds ==1 normiert angenommen ist. Diese Ausgangs- 
funktion MH, ist offenbar zu pf, orthogonal. Die //, lassen sich durch die F,, ausdrücken. 


H,(s)= \pid HH, G(s,Ndt pt) KIM G(s,Dddt+ 
HeiPDEMEKDA=F(s) ; fs); 


1 


entsprechend H,= F,„—e/, "fi. Ferner ıst unter Benutzung der Orthogonalität von //, und 
H,zupf, 
"ds b, their", 


(d,, \p F P ds \p\ 5. + f)(H,, iu ch, n 71 f 


also 


“ A i .. 
Dn — A bass Wed © Eee U  ; © | 7 


3*, Herr Prof. Dr. E. Kamke hat mich liebenswürdigerweise darauf aufmerksam gemacht, daß noch die 
Stetirkeit von u (s,4) für 4 /;ı gezeigt werden muß. u(s,/) ist zwar für 4 /ı nieht eindeutige definiert, aber bei 
Aufstellen der Lösungsformel mit Hilfe des lösenden Kernes (vgl. C.4 8. 119/120, Gl. (62) u. (69) erkennt man, daß u (s, A) 
für >, einer endlichen Grenzfunktion zustrebt. Definiert man als u (s,/,) diese Grenzfunktion, so ist u (s,/) aueh 
für /=/, stetig. 


1) Temple-Biekley (T.2] S. 84) verwenden hier und in der daran anknüpfenden Schlußweise die unriehtige 
Beziehung by, = any — /ıQ@yıı an Stelle von (7.3). 
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| 1, 11, | 14, ), On, — 4,0, n.. A; 6 
7 / I ! “ ! RT ! ! 
n HUnr+ı / PT re LEE Ik dmtı 
v a 
>. v I 
[2 1 „ j 2 
v, / 
' 1 1 
also 
4 
Kar Untı \ Illu, 4 A,): 
Bar: 


kennt man eine untere Schranke !, für den zweiten Eigenwert /,, die aber so gut sein muß, 


daß 1, > u,„;, Ist, so erhält man die Fehlerabschätzung 
j U), HH ,, er 
0 Ay 1 A; I. . . . . . . . . . . . . (1.4). 
| 
Hu, 


Dieses Ergebnis läßt sich bequem herleiten, wenn man den Entwicklungssatz (Entwickelbarkeit 
von F',(s) nach den Eigenfunktionen) benutzt. (Ein solcher Beweis ist durchgeführt bei 
Temple-Biekley [T.2] S. 21 bis 23.) Da jedoch bei vielen technischen Problemen die 
Anwendbarkeit des Entwicklungssatzes nicht gesichert ist (z. B. infolge Verletzung der ge- 
forderten Stetiekeitsbedinzungen der auftretenden Funktionen oder Ausgehen von einer Funk- 
tion F, die nicht die Randbedinzungen erfüllt), ist es wichtig, daß man (7.4) auch ohne 


Heranziehunz des Entwicklungssatzes beweisen kann. 


8. Rechnungsgang und Beispiel. 1. Festlegung der Näherungsfunktionen F, und F\. Ist 
die vorgelegte Differentialgleichung sehr einfach gebaut, so kann man etwa von F,=1 aus- 
eehend nach (4.5) F,F,, ... und weitere F,, berechnen. Jedes weitere F', erfordert dabeı 
die Lösung eines Randwertproblems. Bei gewöhnlichen Differentialgleicehungen kann die 
Lösung des Randwertproblems oft bequem graphisch durchgeführt werden (Seileckverfahren, 
Mohrsches Verfahren usw.). Hat jedoch das vorgelegte Eigenwertproblem eine kompliziertere 
Form, so kann man sich ein Paar von Funktionen F,, F, in jedem Falle folgendermaßen ver- 
schaffen: Man wählt eine Funktion F,, die die Randbedingungen erfüllt (und nach Möglichkeit 
den erwarteten Verlauf der ersten Eigenfunktion hat), und berechnet F, nach (4.8) 

‚L//z/ | 

pP 
Meist kann man bei F, mit willkürlichen Kon- 
stanten multiplizierte, die Randbedingungen er- 
füllende Funktionen hinzufügen und diese Kon- 
stanten dann so bestimmen, daß auch noch F, 
die Randbedingungen erfüllt. (Dadurch erzielt 
man oft wesentlich bessere Resultate.) 


LIF,]. 








2, Man berechnet obere Schranken für 4: 








pFrds 
H, ae ’ ’ 
\p F,F,ds 
und 
\» F F ds 
HH, — ee 
- a; p Bu ds 
Dann ist 
HM; Ha A, 





3. Zur Berechnung einer unteren Schranke 
für 4, benötigt man eine (grobe) untere Schranke 7, 
für den zweiten Eigenwert /,, die nach einer 
der im sechsten Abschnitt genannten Methoden 
gefunden wird. Sie muß allerdings so gut sein, 
daß 1, > u, erfüllt ist. Dann gilt 





L Hs I, . R ° . R . . ( . } 
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Beispiel. Als Beispiel für die graphische Durchführung der Methode diene das 
knickproblem für einen beiderseits gelenkig gelagerten Stab der Länge I (z. B. Schubstange), 
| r | 
dessen veränderliche Biegesteifheit F.Jı.r) 1 nur graphisch gegeben ist (vel. Bild 1). 
p IM) 


/ur Lösung von 
ff +/ipla)f=d, f() = f()=0 


wird eine die erwartete Form der Ausbieeuneslinie bei der Kniekune ungefähr wiederzeebende 
Funktion F\,(.) angenommen (vel. Bild 1), 


p F, gebildet in Kınheiten von „, aufgetragen, wobei E.J, die kleinste Biege- 
k .J EJ, 
steifheit ist} und durch Zeichnen eines Seilecks zweimal integriert. Hat man so F, aus 
F”-+-pF,=0 ermittelt, so kann man die Größen 
l 
d, BIATE dt, pt, da dl pF,’da 
0 0 0) 
| 2 
etwa rechnerisch ermitteln [hier unter Benutzung der Werte bei = 0, ANTLLERTTLRRERE nach 
der Simpsonschen Regel). ls folgt 
= 18 oo; Lo; 1. = 0,1407 —— 
En a Fr Eu EN vi (EI 
dt, 1150 Y.J, a, a I .J 
7 ) - It, S 
’ dt F Ber dl | 
u % | STE 
Für /, erhält man leicht eine untere Schranke Il, aus dem Vergleichsproblem f’ + E.J 0, 
fi) fil=0 zu 
172 EJ, 
2 . 
I? 
Formel (7.4) liefert dann als Fehlerschranke für ,: 
F DE, .; EJ, 
4, — A, >00 oder I1,dı j: /, 11.45 2° 


3. Abschnitt: 
Das Ritzsche Verfahren, obere und untere Schranken. 

In diesem Abschnitt wird auf den Zusammenhang zwischen Differentialeleichungen und 
Variationsreehnung und auf die Nutzbarmachung dieses Zusammenhanges für die numerische 
Rechnung eingegangen. Die (nicht leichte) Frage nach der Lösbarkeit des Variationsproblems 
wird hier nicht behandelt, sondern stets die Existenz einer Lösung des Variationsproblems 
vorausgesetzt. Zunächst werden ın 9 und 10 die Rıtz-Galerkinschen Gleichungen auf eine 
mehr beschreibende Art aufgestellt, ohne Bezugnahme auf,dıe im ersten Abschnitt gegebene 
Theorie der schrittweisen Näherungen. Dann werden ın 11 die Rıtz-Galerkiınschen 
Gleichungen auf eine andere Art, nämlich im Zusammenhang mit den in 6 genannten Minimal- 
prinzipien, nochmals (allerdings für die speziellere, in 4 genannte Problemklasse) hergeleitet, 
und diese neue Herleitung wird zu den weiteren Beweisen nützlich sein. Die Minimal- 
prinzipien in 6 eignen sich ferner zu einer kurzen Ilerleitung der von Grammel aufgestellten 
Gleichungen in 12. Bei der Darstellung wird benutzt, daß die Randbedingeungen homogen sind. 


9, Erste Fassung der linearen Gleichungen des Ritzschen Verfahrens. Die vorgelegte 
Differentialgeleichung (1.1) lasse sich als Eulersche Differentialgleichung eines Variations- 
problems 

I[ol=)(Diol+AHlolds=KExtr. . . . ». 2» 2.2.0. 9) 
mit gewissen Randbedingungen schreiben, wobei D und /I quadratische Differentialausdrücke 
in p sind, deren Eulersche Variationsausdrücke L und M sind. Die Variation 9=f-+e:n, 
wo f eine Lösung des Variationsproblems (9.1) ist (Existenz von f vorausgesetzt), führe bıs 
auf in e quadratische Glieder bei Anwendung der üblichen Teilintegration auf 


dp] Ilf+ en] Ilf] 


I | (9.2). 
{| (L|f]+4M{f) ds + Randausdrückey +... | 
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"ordert man nun, daß ») so viele Randbedingungen erfüllt, wie zum Verschwinden der in der 
veschweiften Klammer stehenden Randausdrücke nötig ist, so ist die notwendige Bedingung 
für Bestehen eines Extrems (das Verschwinden des Faktors von e) erfüllt, wenn f der 
Differentialgleichung (1.1) genügt. Über die Anzahl der Randbedingungen, die n erfüllen 
muß, erhält man Aufsehluß, wenn man die Randausdrücke hinschreibt, z. B. beı der selbst- 


adjungierten Differentialeleichung 


LI +rP = kf +’ kf+ipf=0 
und vorzerebenen Randbedineuneen: bei z=0 und «=a betrachtet man das zugehörige 
Vartationsproblem 

[u] |(k,f’+kf?’—- (ktipf)dx= kxtr. 


Die Umformung (9.2) ergibt jetzt 


I\/ Hey] |fi JEe1)N I, \f} .pPax | 
a 4 Hr BD. 


kn ft fin te In] | 


Ks braucht keineswegs von » gefordert zu werden, daß es ebenso wie f den sämtlichen Rand- 
bedineungen des Problems genügt, sondern nur so vielen Bedingungen, daß die ın den Rand- 
eliedern auftretenden Produkte zwischen den Ableitungen von f und denen von 7 (die „bı- 


lınear eoneomitant*) verschwinden. 


Bei einer Differentialgleichung zweiter Ordnung (A,=0) und beispielsweise den Rand- 


bedingungen f(O) 0, ia) -O muß », die Bedingung 7) (0) = 0, aber nieht notwendig 7’ (a) =V 
erfüllen, damit [A,f’»]! 0 erfüllt ist. Bei — (k,f’)” +ipf>=0 und etwa den Randbedin- 
eungen f(V fd) = fla)- ka) -O muß „7 zum Erfüllen von 
Ik,f”, (k,fVn+tkfyf=0d 
die Bedingungen 7) (0 y (0) (a) 0 erfüllen, aber 7” (a) darf ==0 sein. 
Von den Randbedingungen des Problems erfüllt dann die Vergleichsfunktion =f+e» 


dieselben Bedingungen wie ». Beim Rıtzschen Verfahren sucht man nun eine Vergleichs- 
funktion y so zu bestimmen, daß /|y] dem Extremwert möglichst nahe kommt; man macht 


dabeı eewöhnlieh einen Ansatz 


ED. "9070 7 u I 
(der allgemeinere nıchtlineare Ansatz q 718,050 22.5, Cm) Wird selten verwendet, da seine 
Durchführung mühsam wird, vgl. jedoch die Beispiele I, III, IV). Die Funktionen y, müssen 
dabeı folzende Bedinzungen erfüllen: 


l. den oben für 7 vorgeschriebenen Randbedingungen genügen, 


2. so oft differentiierbar sein, wie es zur Bildung von ) D[y,]ds und J) H|ır,]ds nötig 
ist (enthält z. B. D die ersten Ableitungen, so muß y', stetig und wenigstens stück weise 


d‘ 


differentnierbar sein), 
3. voneinander linear unabhängige sein. 
Man sucht dann 7 P} C„y', als Funktion der m Veränderlichen e, zum Extremum zu 


machen und hat dementsprechend die Bedingungen 


0) (0 u. a a m 


Da «die in /[g | auftretenden Differentialausdrücke D[y] und H|y] in 9 quadratisch sind, ist 
dieses Gleichungssystem (9.5) für die ce. linear und hat die Gestalt 


Ia Abar)c,„—0O =12...,M. .. 0%: 2.0.0. (96). 
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Es ist homogen in den e, und besitzt nur eine von identisch Null verschiedene Lösung, wenn 
die Koeffizientendeterminante verschwindet: 


d;; Ib, As Ib Am I D,.m 
| ü.; Ib,, 6 Be se I 

am 

In (A) 0 u sum 
dm 1 A Di. j Am 2 u © a A An [77 A Da m 


das ist eine algebraische Gleichung m-ten Grades für 1, deren Wurzeln nach einem Satz der 
Algebra stets reell sind, wenn a.,= ars, und bar = bs. Ist. Die Wurzeln der Größe nach ge- 
ordnet seien 

ee ee ie a 5 A: 


en) 


Eine zu 1,” gehörige nach (9.4) gebildete Näherungsfunktion werde mit y, bezeichnet. 


10. Zweite (Galerkinsche) Fassung der Ritzschen Gleichungen. Den Ausgangspunkt 
bildet wieder die Umformung (9.2). Jetzt wird nicht 9, sondern f näherungsweise angesetzt 
in der Gestalt 

m 


f(s) > y(s) >’ c,1,(s) ee eh Dr 2 


man schränkt den Bereich der Vergleichsfunktionen eın auf die Gesamtheit der dureh den 
Ansatz (10.1) erfaßbaren Funktionen; ebenso wird die Funktion ») jetzt nur aus dieser kleineren 
Klasse (10.1) genommen. Die e,„ sollen nun so bestimmt werden, daß die mit ihnen nach 
(10.1) gebildete Funktion y (s) der Lösung f(s) des Variationsproblems möglichst nahe kommt, 
d. h. daß die notwendigen Bedingungen (Verschwinden der geschweiften Klammer in (9.2)) 


für möglichst viele Vergleiehsfunktionen y +e 7) erfüllt sind. Wählt man als 7 nacheinander 


/ 
die Funktionen y,, Wss -:., Y'm, So erhält man aus (9.2) die Gleichungen des Ritzschen 
Verfahrens in der Galerkinschen Gestalt (vgl. Henceky [H.2]) 
Zu IH 
Y Y 
\yolL| Ic,y,|+AM|Ne,y,}ds=0 Gel... es AR, 
) l 1 ] 


Hierbei sind die Randausdrücke der geschweiften Klammer in (9.2) bereits fortzelassen. Da 

bei diesen jetzt f durch den Ansatz (10.1) zu ersetzen ist, kann nieht mehr benutzt werden, 

daß die Lösung f von (1.1) den Randbedingungen genügt, sondern man muß das Erfülltsein 

der Randbedingungen bei den y, fordern. (Im allgemeinen sind die Randbedingungen 

des Problems so beschaffen, daß die Randausdrücke ın (9.2) verschwinden, wenn sowohl 
m 


» Y . u » 

f> >e,y, als auch 7° y, den Randbedingungen genügen. Andernfalls treten zu den 
} | 

Gl. (10.2) noch Zusatzglieder.) 


Zur Anwendbarkeit von (10.2) müssen also die v, foleende Bedingeuneen erfüllen : 
h os. 


I. den für die Lösung f des Eigenwertproblems vorgeschriebenen Randbedingungen ge- 
nüzen, 

2, so oft differentiierbar sein, daß man Z[y,] und Mf[y,] bilden kann (enthält z. B. 
I, die zweiten Ableitungen, so müssen die y, stetige erste und wenigstens stück weise stetige 
zweite Ableitungen besitzen), 


3. voneinander linear unabhäneie sein. 


Hat man Funktionen y',, die diese Forderungen erfüllen, so ıst die Gestalt (10.2) für 
die praktische Rechnung bequemer als die Gl. (9.5), da man nicht erst eine quadratische 
Funktion ın den e, aufstellen und nach den co differentiieren muß, sondern gleich die linearen 
Gleichungen für die ce. erhält. 

Ks ist zu beachten, daß nieht immer die Gl. (10.2) und (9.5) übereinstimmen. Die Forde- 
rungen 1. und 2. in 10 für die y, sind schärfer als die entsprechenden in 9. Daher ist es 
oft leichter und bequemer, Funktionen aufzustellen, die 9 genügen, als solche, die 10 erfüllen. 
Die y, von 9 brauchen nur weniger Randbedingungen zu erfüllen als die y, von 10. Be- 
sitzen ferner die y, nicht die nötigen Differentiierbarkeitseigenschaften, so können durch die 
bei (9.2) nötigen Teilintezrationen Zusatzglieder hereinkommen, so daß die Gleichungen in der 
Form (10.2) falsch werden. In der Form (9.5) dagegen bleiben sie geültie. Als einfachstes 
Beispiel sei genannt f"+/f-0, f( - Y)=f(l)- 0. Wählt man y, 1 1, 9, fl ei), 


so sind die Gl. (9.5) anwendbar, (10.2) dagegen wegen der Unstetigkeit der Ableitung von yr, 








> ‚ ) ’ l eW 
54 ( () \ 1 : rt JA eYTe TERNEIEZ BIBIEE Ve ‚10% IWeTrTTt Bil. ’ Nr. 4 \ug 


nicht. Daß dieser Sachverhalt nieht nur beı diesem eigens zu diesem Zweck betrachteten 
Beispiel auftritt, zeigt das Beispiel V, bei dem auch die Galerkınschen Gleichungen in der 


Fassune (10.2) nieht anwendbar sınd. 
Mit den Abkürzungen 


dl I l,\yn) ds und /, 1 Var lds , ; e (10.53) 


nimmt das Galerkinsche Gleiehungssystem (10.2) die gleiche Gestalt wie (9.6) an: 
Ya Abo) —0 o=1,2 T Bene er (10.4). 


Wieder (wie beı (9.,S)) seien die Wurzeln der eleich Null gesetzten Koefftizientendeterminante 
(9.7) der Größe nach mit L,”, L,””,..., Im“ bezeichnet (sie sind reell, wenn für L und 


M die Beziehung (4.7) gilt, also au» =, und b,»==b,, Ist); die erste Näherung 1, ist 


identisch mit dem havleishschen Wert 


,, v, L[y,|ds ’ 
7 | Riy,|l. . or a RE, 
B,, t;?! WU y' ls 


kıtz selbst hat bei einem Beispiel bereits die linearen Gleichungen in der Galerkinschen 
Kassung (10.2) stehen ([R. 1] S. 35, Gl. (41), hierauf weist G. Vogelpohl, VDI-Forschungs- 
heft 356, S. 9 hin), er hat jedoch den allgemeinen Gedanken, soviel mir bekannt, nirgends 
explizit ausgesprochen. 


11. Andere Herleitung der Ritzschen Gleichungen. Die Theorie der schrittweisen 
Näherungen hat für den ersten Eigenwert 4, der spezielleren, in 4 genannten Problemklasse 


I 


die Minimaleizeenschaft (6.6) ergeben: 


It‘ 7 a] ls 


/. Min v., |»e] = Min (11.1). 


y 10” (ls 

wobeı m den Bereich aller Funktionen durehläuft, die den Randbedineuneen eenüren und so 
oft differentiierbar sind. wie es zur Bildune des Zählerinteerals ın (11.1) erforderlich ist. 
Die Funktion ır tt war dabeı von der Konkurrenz auseeschlossen. (Zähler- und Nenner- 
inteeral ın (11.1) sollen zur Abkürzune mit Z und N bezeichnet werden.) Nun wird mw auf 


den spezielleren Funktionsbereich 


mı8ı 5 \ C„W,I\S) - i . i , ? ® ; . r r (11.2) 


A 


eingeschränkt, wobei die y',(s) fest vorgegebene, den ın 10 genannten Bedingungen 1, 2,3 


venügende Funktionen sind. Die Konstanten e, sollen so bestimmt werden, daß das mit (11.2) 


gebildete «,[ mw] einen möglichst kleinen Wert annımmt. Dieser Wert heiße A, und es ist 


'1-24/,, da die Funktionenklasse (11.2) kleiner ist als die in (11.1) für »v zugelassene Funk- 





tionenklasse. Die e, müssen also der Forderung 
m A N u N \ Y4 37 N \ 
\ \ \ 
OH PA? Y’,(S) Ol 2 z = . - | r 
0 \ (0) d (CC, N\ () (\Ad 1 ‚ 
{ >») 
Q Un Od \ \ 
eenüren. Beim Einsetzen der Werte von Z und N erhält man 
Q | : nd y 
emo ktelt ano las=o 
vxvg | ‚—| v— |] 
(11.4) 
| Zi It ZI H 
| hie Les Llwsl+ klve er +2 tr Normvefds=0 





Weeen (4.7) sind die ersten beiden Glieder im Integranden einander gleich und es folgt 


yo) Ice, L[y,] + Ap 2 oo y, ds =0 a 
oder auch 
>’ c,\y&$Lly,]+ Apy,sds=0 PL _3 76 We u; \ 5; + 
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Das sind gerade die Galerkinschen Gl. (10.2) in dem hier betrachteten Speziallfall 
M[y,]=p y,. 
Wendet man die gleichen Betrachtungen nicht auf «,[»w], sondern auf den Quotienten 


\D[w|ds 


() 11.7 
"7 Hf[w]ds un 


an, so erhält man die Ritzschen Gleichungen in der ersten Fassung (9.6). Denn bezeichnet 
man wieder Zähler- und Nennerintegral von (11.7) mit Z, bzw. N, und das Minimum von (0 


bei der spezielleren Funktionenklasse (11.2) mit A, so gıbt jetzt s* 0 mit Hilfe der (11.3) 
entsprechenden Umformung 

ti; m ' 

en |? 2co,w|+AH|l2c, Wr =D, 


) ] ) | 


und das ist nach der Bezeichnungsweise (9.1) mit (9.6) identisch. 


12. Die Grammelschen Gleichungen. In 6 waren für den ersten Eigenwert 4, zwei 
Minimalprinzipien (6.5) und (6.6) in Gestalt der beiden Ausdrücke , [re] und «, [|] aufgestellt 
worden. Wenn man «,[»w] durch einen Ansatz der Form (11.2) einen möglichst kleinen Wert 
zu erteilen sucht, erhält man die Rıtz-Galerkinschen Gl. (11.5); sucht man 


4 
\ (L[w])’ ds 
uw]: er ey 
u \w Lfw]|ds 


dureh einen Ansatz 


m 


N’, We u 0a ; ’ ’ I: Bin 


ii a: 


_—| 
einen möglichst kleinen Wert zu erteilen, so erhält man die Grammelschen Gl. (12.3). Die 
y„(s) müssen wieder die drei in 10 genannten Forderungen 1, 2,3 erfüllen, denn die Minimal- 
eigenschaft (6.5) wurde nur für Funktionen w bewiesen, die die Randbedingungen erfüllen. 

Bezeichnet man wieder Zähler- und Nennerintegral in (12.1) mit Z und N, und den 
kleinsten Wert, den u, bei der Funktionenklasse (12.2) annehmen kann, mit 1, so liefert 


In 
Ö u, Ne, TIER 
\ 5 ‘ u 
( 1] } ] N 
Ö Co Ö Co 
unter Benutzung der Umformung (11.3): 
N » | m mn 72 
( Y u ; Y Y 
| (L| >’e,w,) + Al dc, w,)\(L Gi  , 0) 
co \Ip — 7 vn _ rl 
( er; ] 1) l ) ] ) l 0) 
(2 m m m | 
ar ’ nr. ’ | ’ er } ] ya 1 > 
L{yol Li co yw,+ AyweL| 2 oWw,+ L [vol zw.) de 0. 
; ) ] ) ] v=] 


Nach (4.7) ist im Integranden das zweite Glied gleich dem dritten: 


u | | mn m | 
\ L|yo] I; > CyYyy„|i7 A > C„Yy ds () 
R P 2 ı ] 
oder auclhı 
m 
\’(i | 
z c,\ p L[yo){L[y,]+Ap NP (ls v0 (0 mA ar mn) } , (12.3). 
m on ou Pr 
} l 


Diese Grammelschen Gleichungen (in der Gestalt (12,6) entsprechen sie genau den Gl. (13) 
bei [G. 3] S. 37) sind ganz ähnlich gebaut wie die Galerkinschen Gl. (11.6) und unter- 
scheiden sich von ihnen nur dadurch, daß im Integranden an Stelle des Faktors y. vor der 


geschweiften Klammer der Faktor —- L[y'o] getreten ist. 
z 
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Für die praktische Durehführung kann es bequem sein, von Funktionen »„(s) aus- 
zugehen, die durch 


ALTAR 5, (12.4) 


definiert sind. Man geht dann von den »,„(s) zu den durch einen Iterationsschritt verbesserten 


’ 


Funktionen y',(s) über mit Hılfe von Integrationen (die bei einer Anzahl von technisch wiehtigen 
Klassen gewöhnlicher Differentialgleichungen graphisch durchgeführt werden können) nach (4.2) 


y'» (8) EENDHRTIIBE . 5 nn A 


I 


die 7, brauchen nicht die Randbedingungen zu erfüllen. Dann wird aus (12.3) 


mt 


Se, \pl)yo(s)h ($) A Gis,Vp(f)n,(Mdt,ds 0) (0 WE ME  \ EEE |) 2; 3 


] _ 
’ 


) 


Für einen eingliedrigen Ansatz = = y, wird analog zu (10.5) 


! 





% .) 
= ,[y',| i B i 1234, 


Denkt man sich y, aus einer Funktion 7, nach (12.4) hervorgegangen, und erfüllen », 


und 7», die Randbedingungen, so sagt die Theorie der schrittweisen Näherungen aus, daß der 


1 


Wert (12.7) zwischen den beiden Rayleıighschen Werten R|n,]| und R][y,] liegt: 


Das Entsprechende eilt auch für den ersten Eiezenwert bei einem mehreliedrieen 


Ansatz der Form (12.2). Betrachtet man nämlich die folgenden drei Funktionen F,, F,,F, 
der m Veränderlichen e,. €. .... C! 
m IH 
ee Eee ne 
1 l ) l 


und genügen die 7, den Randbedingungen, so Ist für Jede Wahl der e, nach der Theorie der 
schrittweisen Näherungen 


Die F,,F,F, sind nach unten beschränkt und diese Ungleichung gilt dann (vgl. das „zweite 
Prinzip“ bei [Ü. 4] S. 353) auch für die Minima. 


(F’)..:, (FF); (F,), 


Nun ist (F,)in, bzw. (F),) der Rıtzsche Näherungswert für /4,, wenn man von den Funk- 
tionen n,, bzw. y', ausgeht, und (F’,) der Grammelsche Näherungswert für A,: es liegt 


also der Grammelsche Näherungswert für 4, auch bei einem mehrgliedrigen Ansatz 
zwischen den entsprechenden Rıtzschen Näherungswerten°). Setzt man nicht voraus, daß 


die »,, den Randbedingungen genügen, so kann (F',),;, (Fi). also (FF); ein besserer 
Näherungswert als (F,),;n, und auch (FF). < 4, Sein, aber (F,),;.— (F',),;, bleibt gültig. 


Die Gl. (12.3) bzw. (12.6) von Grammel füllen foleende Lücke aus: Hat man für ein 
System von Funktionen 7„(s) die Rıtz-Galerkinschen Gleichungen aufgestellt, und sind 
die erhaltenen Näherungen für die Eizenwerte nicht genau genug, so kann man von den 
Ausgangsfunktionen »),„ dureh einen Iterationsschritt (12.4) bzw. (12.5) zu genaueren Funktionen 
y, gelangen. Erscheint einem dann die Durchführung des Ritzschen Verfahrens mit diesen 
eenaueren Funktionen y', zu zeitraubend, so hat man in den Grammelschen Gleichungen 
die Möglichkeit, mit geringerem Rechenaufwand (allerdings auch mit gerinzerer Endgenauig: 
keit als beim Rechnen nach Ritz mit den y',) Näherungen aufzustellen, die im allgemeinen 
viel besser sind als die mit den », nach Rıtz berechneten Werte. 


Es erscheint mir möglich, daß die gleiche Eigenschaft der Zwischenlage der Grammelschen Näherungen 


\W seher de ıı entspre eher dei tl R It zsehen Werte n auch [ ır die hö he ren FKirenwerte auf dem eleiel en Wege bewiesen 

werden kann, wenn man die Courant-Hilbertschen Sätze |C. 4] S. 27/28 ausdehnt auf den Fall, daß an Stelle der 
N 

dortige Nebi bed [ ae eine ler ere dratische Bed gung 


Ein anderer Beweis von Prof. H. Kneser in der Math. Zeitschr. ist bei [G. 3] S. 40 angekündigt. 
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13. Sämtliche Ritzschen Näherungswerte /,, als obere Schranken für die entsprechenden 
N p 

Eigenwerte. Es ist 1,” =%4, für vr=1,2,...,m. Daß dies für alle m Eigenwerte, nicht 

nur für den ersten gilt, zeigt folgende Überlegung (vgl. E. Trefftz [T.3]). Wir denken uns 


die Funktionen y,,%s....,;,%m durch weitere Funktionen yy+,:YWm+s+::-, die von den 
ersten m Funktionen y,, %s,...,%m linear unabhängig sind, zu einem vollständigen Funk- 
tionensystem erweitert. Dann denken wir uns dem Ausgangsproblem nacheinander die 


/wanesbedineuneen 


l q ds (), 9 gG (ds un: ; . . " Mi 


im-+ı im-+2 


auferlegt. ‚Jedesmal, wenn eine dieser Zwangsbedingeuneen hinzukommit, ändert sich der Grund: 
ton und jeder Oberton nie anders als ın steigendem Sinn (Courant-Hilbert [C.4], 
S. 354, Satz 1). Die oben berechneten L,",... 1," mit den dazugehörigen y.‘"” sind nun 
die strenge Lösung des Varlationsproblems, wenn alle Zwangsbedingungen (13.1) hinzugetreten 
sind, wenn also die Gesamtheit der zulässigen Vergleichsfunktionen nur aus den Funktionen 


(9.4) besteht. Es gilt also für Jedes v: 


BE he .-. « (88 


iy 
Nimmt man nun noch die Zwanesbedineung 
\vw.ods () 
r mY n 
hinzu, so können sich die Eigenwerte wieder nur in steieendem Sinn ändern, also 


(für m A ARE | 


/ u 1) T, m 
lund » N en 1j 


) 


(13.3). 


Diese Tatsache kann man nach bekannten Sätzen der Aleebra auch direkt der Determinante 
(9.7) ansehen). 


14. Untere Schranken nach der Methode von Trefftz-Willers., Bei der Durchführung 
des im folgenden beschriebenen Gedankengangs sucht man eine der beiden Größen Q, oder Q, 


‚I ‚| 
= \ FRE (), \ I (44h 
— . ne “ 
! | N | 


zu bereehnen (Konvereenz der Reihen vorauseesetzt) oder weniestens in Schranken einzu- 
schließen; hat man nach den Verfahren 9 bis 12 obere Schranken L,, L,,..., Lm für die 
ersten m Eirenwerte berechnet. so erhält man in 





| ” | 
Fo = Fade iE-3 ® un 
Y In 
üb Be | 
/; r / () “ - 
”s — . I,:° T,; 
N | ! Er J 
| ; (14.2) 
Im + ua m ) Im 2,” 
Y | ch 
0, \ PROBE “’ı 
— hi z 1} 
j—=| yon J 
/ 
untere Schranken für die (m +1) ersten Eigenwerte (Trefftz [T.3]) 
9< 1: Au} Geln...,; rt) : re OD, 


Man kann ©, und 9, in Zusammenhang mit der Greensehen Funktion bringen (vel. 29). 
So haben z B. bei dem Eigenwertproblem f"-+ipf- 0, flo) f(la)=V die Größen Q, und 
3, nach Tafel IV in 29 die Werte 


da da : 
rla ) x \" 

J, \ (dl pia)de, 0,=\2[|1 y »@)|\eparlas j (14.4). 
1 I ü | 


6), Der algebraische Beweisgang ist durchgeführt bei MacDonald [M.2]|, allerdings fehlt ihm zum Schluß 


Ly\!"> Ay der Nachweis der Konvergenz der L»'") für m». 
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Jedoch wurde bereits ın 2 darauf hingewiesen, daß schon bei etwas komplizierteren 
Eigenwertproblemen der Weg über die Greensche Funktion für die praktische Rechnung 
nicht mehr brauchbar ist. Eine große Klasse von Problemen (besonders die analytisch zu- 
eänglichen) läßt sich aber noch mit der folgenden Methode (Trefftz-Willers [T.4]) be- 
handeln. Es müssen dabeı einige weitere Voraussetzungen erfüllt sein: 


Es sei jetzt y,, War 2.5 Yms... ein vollständiges Funktionensystem bei den vorgegebenen 


Randbedingungen, so daß man auf die Darstellbarkeit der Eigenfunktionen f, durch die yu 
und die Konvergenz der 1," >%/, für wachsendes m schließen kann. 


J 


Ferner sei die Matrix ((a,,)) eine Diageonalmatrıx 


don u'o I, |y,]|ds 0 für o=#rv. 


Das Erfülltsein dieser Voraussetzung kann man oft erreichen, indem man die y, durch ent- 
sprechende lineare Kombinationen (wie beim E. Schmidtschen Orthogonalisierungsverfahren) 
ersetzt. 


Dann vereinfacht sich (10.4) zu 


77 
\ u. 
Co A C, (0 De. SB 
da 
v— | 


und wenn man den Wert für c» rechts nochmals einsetzt: 


In N 
’ m... h, 
o=4’ \ 3 Co Beeieiras . 0-5 
un a a A dvı =, 
} | l 
Die hierzu gehörige Determinant: 
In m 
at \r2,b, 
Po Vep A? ’ BB 
yet Ba 
u 1 m m u er Man 
\ ur b, \ ". b, | 
nen Ass d.; mern Aa Ay; 4° 
| va] 
eleich Null gesetzt hat die Wurzeln 
m) 2 cl) > m 9 
IL, m]-:, IL... 2 1, 
Für ıhre Summe o,, gilt 
m m m 
‚ | 8 v l 2. v 
Ö m \ em» ı2 \ \ (m 3 0 . . . . (14.7). 
me lo Tr (oo (dvı 
] } 1 { 1 


Hat das KEigenwertproblem nur positive Eigenwerte (auch ım Falle, daß endlich viele negative 
Kigenwerte vorhanden sind, kann man die folgenden Betrachtungen durchführen), so bilden 
5 


die Größen o„ wegen (13.53) für wachsendes m eine monoton wachsende Folge, die wegen (13.2) 
beschränkt ıst: 


m 
\rı 
Om 2 &, 
a Ao 
l 


Die Konvereenz der O Ist sommH eestiehert unel aus 


IH 


: lım 7." —=4o folgt lım o,, u; 
M—>% mM 4 
\ 
Zu jedem €>0 gibt es ein \ mit 2’; ->0Qo u und ein M>N mit 4 2 [Lo A] ı< für o 2 
) 2 | 
\ 
V. Dann ist y > P.% I. (M ’>(0s 


| 
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Dann eilt 


(14.8). 


y y I, 
0, \ \"b, 


In vielen Fällen zelinet es, die rechtsstehende Summe auszurechnen oder weniestens abzu- 
schätzen (in dem Beispiel von Trefftz-Willers mit Hilfe von Integralen). Dann liefert 
(14.2) die gesuchten unteren Schranken. 


3. Abschnitt: 
Die Einschließungssätze von Temple und Weinstein. 


15. Der Templesche Einschließungssatz für den ersten Eigenwert. Dieser Satz gilt für 
Kigenwertprobleme bei 


LKlo]+ipy 0, 


bei denen L und die Randbedinenngen die in 4 genannten Voraussetzungen erfüllen und beı 
denen man für die ganze Problemklasse (d.h. für beliebige stetige, positive Funktionen p) 
weiß, daß die zum ersten Eigenwert /, gehörige Eigenfunktion f, und auch nur diese 
Kigenfunktion im Innern des Grundgebietes nirgends verschwindet, also etwa als positiv 
angenommen werden kann. Dann lautet der Templesche Einschließungssatz: Ist w 
eine den Randbedingungen genügende, im Innern des Grundgebietes nirgends verschwindende 
(zenügend oft differentiierbare, d.h. so, daß man Z[w] bilden kann), aber sonst willkürliche 
Funktion, so gilt, falls der linksstehende Ausdruck positiv Ist: 


‚mw ; I,\m 
Le) (klei 


| Do ai pw Er en are TEEN 


MAX 


Einige Bemerkungen zur Literatur: Dieser allgemeine Templesche Einschließungs- 
satz tritt in der Literatur an verschiedenen Stellen bei speziellen Fällen auf und zwar oft in 
verkleideter Form, der man den Zusammenhang mit dem Templeschen Satz nieht unmittel- 
bar ansieht, z. B. gibt Kiessling ([K.2] S. 597, Gl. (18)) bei der Differentialgleichung (die 
Bezeichnuneen sind geerenüber Kıessling leicht geändert) 


d | d 7 R N 
dr ‘ ir) . < Y 7 
die Schranken an 
dz \ dz 
dx . d nr 
X Rh; ı 
pla)\z(s)g(s)ds pla)\z(s)gq (s) ds 


wo 2 (x) eine willkürliche, nur gewissen Rand- und Stetiekeitsbedingungen genügende, mono- 
tone Funktion ist. Dieser Spezialfall ordnet sich dem allgemeinen Satz unter, wenn man 
I dw j h; na 
2 (x) re setzt, Ferner ist der Satz für gewöhnliche Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung bei Hohenemser [1.3] S.35 erwähnt. Im Spezialfall der gewöhnlichen Differential- 
eleiehung vierter Ordnung findet sich der Satz (ebenso wie bei Kıessling in verkleideter 
Form) bei H. Schaefer [S. 1] S. 12. Für gewöhnliche Differentialgleichungen zweiter und 
vierter Ordnung hat J. Barta [B. 1] mit Hilfe formaler Umformungen einen neuen direkten 
Beweis geliefert. Einen weiteren Beweis (mit Verwendung der Greenschen Funktion) für 
gewöhnliche Differentialgleicehungen zweiter Ordnung hat A. Schleusner [S.2] S. 43 bis 45 
gegeben. Temple [T. 1] selbst beweist den Satz für selbstadjungierte gewöhnliche Differential- 
gleichungen 2 »-ter Ordnung und nennt ihn den „Morrow schen Satz“, aber in den bei Temple 
angeführten Arbeiten von Morrow [M.4] ist nur die bereits in 3 genannte Methode an- 
gewendet. Es ist bemerkenswert, daß ein Spezialfall des Templeschen Einschließungssatzes 
sich bereits in einer Arbeit von H. A. Schwarz aus dem Jahre 1885 findet. Schwarz be- 
trachtet [S.5] S. 252 die Differentialgleichung ler hat einige andere Bezeichnungen, z. B. == A 
of, of 


tat. 
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lır bezeichnet mit y den größten Wert, den die Funktion w annimmt, die der Differential- 


x \o 


wow ) 
gleichung DetomrP 0) und den Randbedingungen genügt; dann beweist er g . Da 
| / 
. 1 
I, {e]\ | | 
mit der Bezeichnung P von (16.1) P,. | | \ ist, hat er für A, die im 
pw AN Wii 7 


Templeschen Satz angegebene untere Schranke bewiesen. 


Der Beweis des Templeschen Einschließungssatzes benutzt den bekannten Hilfssatz: 
Die kandwertprobleme 


,|a + pP 0 bzw. Ara 099 V 


mögen bei denselben Randbedingungen die zu den ersten Eigenwerten i, bzw. o, gehörigen 
Kiıgenfunktionen fi bzw. 9, besitzen. Ist dann p 4 >0 im ganzen Grundeebiet, so ist 


/ o,: das folgt sofort nach (6.6) mit 0 = gq, 


l,|y,| y,Ilg,| g,I.la,]ds 'y, Lig,|ds 
19: 49 49, ds ıpg’ds 2 
Führt man die Hilfsfunktionen 
I; Ih 
D(s) | | kr PETER: ER: ‚. (15.2) 
pw 


ein und eilt 


V< @D.. D(s) D 


ı INAX > 


(PD... darf © sein), so ist auf die drei Gleichungen 


ZI iii Bolt} 
19 mwd. 1 19 pP’: ‚|yl+4 md, 
wegen | 
I, |) I, || 
mw». N wm D 


IAX\ 


der Hilfssatz anwendbar. Die erste bzw. dritte Gleichung haben als kleinsten Eigenwert ®,;,, 
bzw. P,\., mit derselben Eigenfunktion »°; denn nach der oben gemachten Voraussetzung, daß 
für die erste Eizenfunktion das Nichtverschwinden im Grundintervall charakteristisch ist. 
können wir schließen, daß w die erste Eigenfunktion ist. Der Hilfssatz liefert also die 
Behauptung 


DA 


Setzt man ın (15.1) eine Funktion »w ein, die nicht sämtliche Randbedingungen erfüllt, so 
können die Ungleiehungeen falsch sein*). Die ın (15.1) einzusetzende Funktion w muß. wenn 
die Schranken nicht allzu grob ausfallen sollen, den Verlauf der ersten Eigenfunktion gut 
wiedergeben. Zur Steigerung der Genauigkeit stehen zwei Wege zur Verfügung. 

I. Man verbessert die Funktion w ein oder mehrere Male nach dem Verfahren der 
schrittweisen Näherungen (s. 4) und setzt die verbesserte Funktion in (15.1) ein. 

>. Kiessling [K.2] empfiehlt, da die in (15.1) einzusetzende Funktion w noch in weitem 
Maße willkürlich ist, »» von einem Parameter k abhängen zu lassen und dureh Versuche die 
eünstiesten Werte von A zu ermitteln, also etwa 


{we (} 


Eu RUE 
pw (k) 


“)| 
e und | pw (k) _ 


als Funktionen von # graphisch aufzutragen. Dann ıst 


I; ) b: . 
KA ;,- Min nach k von | 
pw (k) 


I 


Max nach Ak von | (153). 


I; m u) 
(k) 


pw 


I ıX 


Man muß hierbei dem Bereich feststellen, den k durchlaufen darf, ohne daß das zugehörige » (k) 
eine der gestellten Bedingungen verletzt. 
s, Z. B. wenn man als = die erste Eigenfunktion fı* einsetzt von 


(I.Iyl+4*'p4 ( 


leine Randbedingung gegenüber dem Ausgangsproblem geändert. 


Dann ist 


/ I 1-7 
min MAN En B” 
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16. Der dem Templeschen Einschließungssatz entsprechende Satz für die höheren Eigen- 
werte. Man läßt jetzt die Voraussetzung fallen, daß die in (15.1) vorkommende Funktion 
im Innern des Grundgebietes nirgends verschwindet; dann gilt natürlich nicht mehr, daß 
zwischen den in (15.1) angegebenen Grenzen der erste Eigenwert eingeschlossen Ist, aber es 
ist immer noch wenigstens ein Eigenwert 4; (evtl. irgendein höherer) eingeschlossen. 

Be ee 0 DATEN Fre 
p + ir pH 


V</| 


Der Einschließungssatz zilt in derselben Allgemeinheit, d. h. für alle die Differential- 
gleichungsprobleme, für die der folgende Courant-Hilbertsche Satz ([Ü. 4] S. 357, Satz Y) gilt, 
der beim Beweise gebraucht wird (der Satz gilt nicht nur für die spezielle Gl. [C. 4] S. 345, 
Gl. (1), sondern wie dort S. 345 betont wird, auch für andere Eigenwertprobleme, z. B. auch 
für alle in diesem Aufsatz (43) bis (4.6) aufeeführten Probleme): „Wenn ın der Differential- 
gleichung L[y]+ipy=-V der Koeffizient p an jeder Stelle in demselben Sinne verändert 
wird, so ändert sich (bei jeder Randbedingung) der »-te EKigenwert ım entgegengesetzten 
Sınne.“ 

Es sei nun mw eine den Randbedingungen genüzende Funktion, für die das nach (15.2) 
gebildete ?D zwischen endlichen positiven Grenzen liegt. Wegen L[w] + Pp ir = 0 ıst = eine 
Kieenfunktion des Problems 


LD[ol]+* Bd: pp =0 ..... 2.2.0.0... (162) 
(stets bei denselben Randbedineuneen): »#» sei etwa die ın-te EKirenfunktion und zehört zum 
KEigenwert #°,—=1. Nach dem eben angeführten Hılfssatz hat dann das Problem 


Lo) + Pin P9 () 


wegen Verkleinerung des Koeffizienten P-p einen m-ten Kigenwert, der nur gewachsen sein 
kann: ge s Da D z eine Konstante Ist, Ist dieses Problem aber dasselbe wie das zu 
lösende Problem (1.2), d.h. 


(senau so schließt man auf 


Oft (z. B. bei gewöhnlichen Diflerentialeleichungen zweiter Ordnune) kann man aus der 
Anzahl der Nullstellen, die »® im Innern des Grundintervalls annimmt, schließen. die wievielte 
Kirenfunktion des Problems (16.2) ıw ıst. Dann weıß man auch, welcher Eieenwert nieht 
außerhalb der in (16.1) anzerebenen Schranken lieren kann. 


17. Formulierung des Weinsteinschen Einschließungssatzes. Der Weinsteinsche Ein- 
schließungssatz gilt bei Eigenwertproblemen 


l,\y] H/ipg =VU), 


die die in 4 genannten Voraussetzungen erfüllen und ist bisher nur unter Heranziehung des 
Eintwicklungssatzes bewiesen worden. Es sei w eine den Randbedingungen genügende, aber 
sonst willkürliche Funktion. Ferner sei w nach den Eigenfunktionen f, in eine absolut und 
im Grundgebiet gleichmäßige konvergente Reihe entwickelbar und es wird gebraucht, daß man 
die in (18.1) und (18.4) erforderlichen Operationen gliedweise vornehmen darf, d.h. es 
wird vorausgesetzt, daß das rein formale Rechnen (gliedweises Differentiieren, Ausmultiplizieren 
der Reihen usw.) erlaubt ist. Da dies in vielen Fällen schwer nachprüfbar ist, ist schon aus 
diesem Grunde ein anderer Beweis des Weinsteinschen Satzes erwünseht. der nicht den 
Kntwicklungessatz, sondern nur die hier in den Abschnitten 1 und 2 verwendeten Hilfsmittel 
benutzt. Man bildet nun die beiden Ausdrücke 


\m I; ae] ds 


\» nm" ds 


Ir 


= 

\- (L[w)?ds 

P - 
Te . a 0 ea u Mn 
\p mw“ ds 

PR ıst dabei der bekannte nach dem Rayleigh schen Prinzip (6.6) berechnete Näherungswert 

für 4, und « (u sei die nichtnegative Wurzel aus den Quotienten (17.2)) ist identisch mit 

dem von Trefftz [T.3] im Spezialfall y=1 angeführten, auch mit « bezeichneten Ausdruck. 

16 
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Bei Weinstein [W.1] und Erdelyı [E. 1] werden die Größen AR und «* mit J, bzw. J, 
bezeichnet. Sıe ordnen sıech der Theorie der schrittweisen Näheruneen in 4 unter. wenn man 
m F,, also nach (4.5) L[w)] pF, setzt. Dann ist 


R=u, und uU=Yu,lt,. 


Die Theorie der schrittweisen Näherungen ergab nach (6.3) u, u,, man hat also sofort «> R. 
Dann lautet der Weiınsteinsche Eınschließunessatz: Zwischen den beiden Zahlen 


R—-y#®—R’ und R+ya@®-—R 
liegt mindestens ein Eigenwert /; des betrachteten Eigenwertproblems. 


18. Beweis des Weinsteinschen Einschließungssatzes.. Zum Beweise wird w in der 
(sestalt angesetzt 


‚4 LH 


I Na, Fu; also I, || p > a, 5 F. . ’ ö , . (18.1). 


3 ] 171 l 


Von den f, kann man Normierung voraussetzen 


t 


u () für ©=>Kk 
‚f;f,.ds Sn *+) 
\ p Tiln i für i 1: a SE BEE BBOREES EB . (18.2). 


Dann wird der folgende Ausdruck (der offenbar nur verschwindet, wenn für w eine Eigen- 
funktion eingesetzt wird) auf zweı verschiedene Arten auszeereehnet: Einerseits ist 





\ (I, || Ryw”ds \ F (L|w))’ +2 RL[w]|w+ R® pn?! de 
pP \\p 
putds pw’ds (15.5) 
u” > R? + R° ı° R? 
Andererseits Ist 
. | » | 2 | |? Au j | 
\ ) I, || t Rp)‘ ds \ y | mr. dt ,,( Ki In, ls P. a, (R Zn) 
pP \F\- -_ 
S 
pn®ds 8 : 2 (15.4). 
\y | 2 anf, ds . Be 
At a 


Ist nun /; der R am nächsten gelegene Eigenwert (oder einer von den beiden möglicherweise 
von R gleiehweit entfernten Eigenwerten), so ist für alle n 


(KR FR. (Kr kr, 


7 


> 


der Quotient der beiden Summen ist also mindestens gleich (A 4;)’ und es folgt 


u” I” (R ); PB hj „e 
also 


R ] 11° IR” 4; R 1 u“ I : i R ; r ; i | 18.2). 


Welcher Eigenwert von den beiden hier angegebenen Schranken eingeschlossen wird, kann 
im allgemeinen nicht von vornherein entschieden werden. Sind jedoch, etwa nach dem Ritz- 
schen Verfahren. obere Schranken und ungefähre Bereiche für mehrere Eigenwerte bekannt, 
so wird man meist auch sagen können, welche Eigenwerte zwischen den Schranken (18.5) ın 
Betracht kommen. Weiß man z.B., daß R näher an 4, als an 4, liegt, so liefert (18.5) eine 
untere Schranke für 4, 

Die Schranken (18.5) sind nur dann brauchbar, wenn m die Eigenfunktion gut annähert. 
Viele Beispiele zeigen, daß dieselben Näherungsfunktionen, die beim Ritzschen Verfahren 
für die Eieenwerte eute Näheruneen liefern. bei Einsetzen in (18.5) ganz grobe, unbrauchbare 
Schranken liefern können. Zur Verbesserung der Schranken stehen wieder die in 16 genannten 
Methoden 1. 2? zur Verfürunge. Gelingt es aber, den Verlauf der Eiıgenfunktionen gut zu schätzen, 
so können auch die Sehranken für die höheren Eigenwerte brauchbar ausfallen. So zeigt 
,. B. Erdelvi [E. 1] bei dem Eigenwertproblem 


f’+ip()f=0, Werrh=ß, 


daß man bei Einsetzen der bekannten asymptotischen Entwicklung der Eigenfunktionen 
((ourant-Hilbert [Ü. 4] 1951, S. 291, Gl. (67)) 


A 


- , n 7 
m, p t sın! p \vylu)du) 


ı) 
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| 
mit P=\p(u)du in (18,5) die asymptotische Darstellung der Eigenwerte erhält: 
ı) 
we ! 
(0% 8 D, Ay In; 


wobei D, und 8, beschränkte, aus w„, p und seinen Ableitungen berechenbare Ausdrücke sind. 


19. Untere Schranke für den ersten Eigenwert nach Trefftz-Newing. Die Umformung, 
die zu (18.3) führt, zeigt, daß u” — R? eine nichtnegative Größe, daß also «= R ıst, was auch 
unmittelbar aus der Theorie der schrittweisen Näherungen folgte (vel. 17). Da nun nach 5 
der Ravleirhsche Wert R stets mindestens gleich dem kleinsten Eigenwert 4, ist, folgt 
| In 7 war die Methode von Temple besprochen, die den Unterschied R— 4, ab- 


u PER 
schätzte. Hier soll die Trefftz-Newingsche Methode besprochen werden, die den Unter- 
schied u — 4), abschätzt’). Hierbei sei 4, ein einfacher Eigenwert. 


Es wird die Funktion (die ähnlich wie die in (5.1) eingeführte Funktion gebildet ist) 
v(S) BE Er ia « 
Id 


betrachtet: bezeichnet wieder f, die erste Eigenfunktion, so berechnet sıch der erste Fourier- 
koeffizient a, von w nach (18.1) (15.2) zu 


a,=|\p wf,d Ss 
und es wird 


un 
\ vf,ds - \ Liw|f,ds+ \ pwf,ds 


x «+ 132, 

L[ . Fe a,ds —4 

\p Y Ad, /Yufnfı ds a, a a, | 

no FE u u 
7 | 





Zur Abschätzung von u — 4, hat man also a, und \yf, ds abzuschätzen. Führt man noch ein 





- n . wis) m 
4: - | \p mw* ds Z An; E(s) f,(s) ae. ur + I 
N | , 
so Ist 
I a 
\peds=1 ee | 2 [1 i 
(19.4). 
| m | /— BA 
\vnas-\wle+ „Jas=\weas+z( , )=\yeds+Ay 
BR: R 
wobei (17.1) benutzt und gesetzt ıst 9 | _ 
Dann ist nach (17.2) und (19.3) 
ar | te , r i 
\-yds=-; 4: RA?+4=2g4° 
h p uw ‚ u 
und nach der Schwarzschen Ungleichung 
i | j y | a? | { 2 | = a, 
\veds \; ) p ds | 15 ds\p: ds 24 y | 1 
also nach (19.4) 
i | 
| da, | z 
\vnds: Alg+2V9 | | u (19.5). 
A | 2 | 
: ‚ A g ei z i 
Nun ist noch | abzuschätzen,. und zwar nach unten. (Wir denken uns das Vorzeichen von 


f, so gewählt, daß a, 0 ist.) Es ıst 


. L 
\' 2 pi 9 Mr a „' 9 ” 
— In An AA, h,) u In Von fh) ri 
N N n A ( je h k; 
Ro R An 2 
2 2 A° % 
ur 
u 
n:=] 


9, Newing [N.2] betrachtet mit Rücksicht auf Anwendung in der Quantenmechanik auch Probleme, bei denen 
endlich oder unendlich viele negative oder sogar kontinuierlich verteilte Eigenwerte auftreten. 
16* 
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also wenn man mit /,, l, untere Schranken für die ersten beiden Eigenwerte /,, 7, bezeichnet, 


A ho In ' fr /., ' Rr 4 # In I, ID 196 
io —J | Aa —A, | l.— 4, | I. —4, l,— 1, SEREEn 
19.2). (19.5) und (19.6) zusammen ereeben 
u—/, a: | l, R\ 
. | Pop] >2yyg | | | u Lee . (19.5). 


Setzt man hier für 2, =!‘ eine grobe untere Schranke ein, so kann man mittels dieser 
Abschätzung für «u - 4, diese untere Schranke verbessern und den verbesserten Wert 1° von 
neuem als /, einsetzen. Man erhält so eine Folge von unteren Schranken 1,1‘, 1%, 


19 | | | h-R| „_49 .. 
[, 7 TEE |‘ 2 ( \ } ee ee z Jr), 
; # In 7 / |, a | \ 
\leist werden sich nach ein paar Schritten die 1,” nieht mehr merklich ändern. 
20. Der Rechnungsgang nach Trefftz-Newing ist also: 


I. Man wählt eine den Randbedingeuneen eenürende, den erwarteten Verlauf der ersten 
Kieenfunktion ungefähr wiıedergebende Näherungsfunktion w und bildet nach (17.1) und (17.2) 


| I? h 
die Größen R und « und == 1 Bi seRBRzA,. 
II 
2, Man verschafft sich grobe untere Schranken 1, I, 1, für die ersten beiden Eigen- 


werte 1,,/.: L, muß jedoch so el eewählt sein, daß # I positin bleibt. 
3. Man verbessert die untere Schranke 1,°, indem man einige weitere 1,” nach (19.9) 
berechnet. Es ıst dann stets 


Im <iA<R. 


. Abschnitt: 
Das Differenzenverfahren in erster und höherer Annäherung. 


Das Differenzenverfahren ist ein ganz allgemeines, beı beliebigen linearen Differential- 
rleichungsproblemen anwendbares Verfahren. 

Bei partiellen Differentialeleichungen eıbt es beı eeWwissen Bereichen Probleme, bei denen 
allein das Differenzenverfahren beı erträglichem Rechenaufwand zu brauchbaren Näherungs- 
werten führt, und die sonst der mathematischen Behandlung kaum zugänglich erscheinen. 


21. Das Dilferenzenverfahren erster Annäherung für gewöhnliche Differentialgleichungen. 
ls seien etwa an zwei Stellen z=a und „= b Randbedingungen vorgeschrieben: dann teilt 
man das Intervall (a,b) ın » gleiche Teile der Länge 


T, (dl 


h : 2 i . : - i ? (21.1). 

[7 
Bezeiehnet man die Werte der ersten Eigenfunktion f(x) (der noch freie konstante Faktor 
kann dureh ireendeine Normierunesbedineune festzeleret werden) an den Teilungspunkten 


2; =atih BSR ER IE ai ee re 


mit f(@r;)  f;. so werden nach dem Differenzenverfahren Näherungswerte F'; für die f; be- 
reehnet. Hierzu stellt man für die unbekannten F'; lineare Gleichungen auf, indem man die 
vorzelerte Differentialeleichune (1.1) an einer Teilungsabszisse .r; betrachtet und ıhr eine 
„tinite Gleiehunge* gerenüberstellt. In der Differentialeleichung werden sämtliche Differential- 
quotienten durch Differenzenquotienten oder in der Ausdrucksweise der folgenden Abschnitte 
dureh sog. „tinite Ausdrücke erster Annäherung“ ersetzt. (Ein „finiter Ausdruck“ ist eine 


L,inearkombination von Funktionswerten an der Stelle x; und an einizen Nachbarstellen.) 


d 


| ) hat Treitt;: 0 au \bschätzung 
| 
J 
1 19 ® 
( Jei) 
| l l 
S wird alleemeinen etwas schärfer sein als die Newingsche Abschätzung (19.6): da die Abschätzung 
sentliehen nieht das endgültige Resultat, sondern nur den oben beschriebenen Iterationsprozeß beeinflußt, 
st ob di rmel (19.6) der Forme 19,7: wegen der Rechenersparnis vorgezogen worden. Zudem braucht in (19.6 


nötig ist, | 
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Tafel I: Finite Ausdrücke erster Annäherune mit Restelied 





dd (/ L;j I 4 Dj 1 1 ) 
| | ‚I? m 
dx!r V; Ih bh 
d?g Bi; ag(a) r gt -ı ur 
— | - : - T; Hl, 
de’) =x; Z E 
d dg IL L; JE; O\f; J 7 1 y\W; JH; | 
| I»(a | | Jı? ( 
dr dr)! v; h: 
d”g JH; Aa 2g Le: JH; 1% 
— | — N? m 
dA x® a V; EA] HU 
d’g Ei; IgcH bale, tycH; gr, pr 
| - - - - h? m 
dat) —=x; ji" MIR 
(dl d? (/ | ’ , 
Ipla >. Qi IT; zg(4 p\4 Ir; 
da / da?) )a v; * y / ! 
gr) \p(r; ) | Dt; »(2;_, 208; pi D (X; 
Bi2; pPp(F#i 1) h? ( 
d (/ y(4 iq (r; 3% 7, l; Das; Iqia yi.r, 16% 
| — 0 
dr x V 2 h” 1.) 
ja” ( O\T; 4 [5 (‘ fi; > | 15 4 2; 4 204 l; + 15 JH; 5 ir; o FA N; 
m hi V; h' 
169 „_ 
h? ms 
120 





Dabei bedeutet m. eine Zahl, die ihrem Betrage nach den Maximalbetrag der o-ten Ab- 
leitung von y(x) in einem alle vorkommenden Teilungspunkte enthaltenden Intervall nicht 
übersteigt. In die Größe Ü gehen in leicht ausrechenbarer Weise auch noch die Beträge von y 
und seinen Ableitungen ein. 

Setzt man in die vorgelegte Differentialeleichung für die Ableitungen die hier ange- 
oeebenen Ausdrücke unter Fortlassune der Restelieder ein und schreibt dann an Stelle von 
y(#;) die Näherung F,; und an Stelle von 4 die Näherung A, so erhält man eine „finite 
Gleichung“, d. h. eine lineare Beziehung zwischen mehreren benachbarten F';-Werten. 

1,2 N I) wird eine finite Gleichung angeschrieben. 


Für jeden inneren Punkt ( 
Auch die Randbedineungeen werden dureh finite Gleichungen ersetzt. Der Randbedingung 
[0 entspricht F=0. Treten in den Randbedingungen Ableitungen auf, so werden diese 
genau wie die Differentialgleichung durch finite Ausdrücke ersetzt, z. B. f’ (b)=0 entspricht 
Fiı, F,_,=0. In solehen Fällen, in denen F-Werte an über das Intervall (a, b) hinaus- 
ragenden Stellen auftreten, kann es notwendig werden, die der Differentialgleichung ent- 
sprechende finite Gleichung auch noch für ©=0 oder i=n aufzuschreiben; es ist jedenfalls 
stets möglich, ein Gleichungssystem von genau so viel Gleichungen aufzustellen, wie unbekannte 
F-Werte auftreten. Das so erhaltene lineare homogene Gleichungssystem für die F}; hat nur 
eine von identisch Null verschiedene Lösung, wenn die Koeffizientendeterminante verschwindet; 
diese ıst ein Polynom in A: die Nullsetzung liefert eine aleebraische Gleichung für A, deren 
Nullstellen zu bestimmen sind und der Größe nach mit 


AP A® 


bezeichnet werden. 4Ao“” dient dann als, Näherung für den o-ten Eigenwert. 

Braucht man genauere Näherungswerte, so kann man 

Il. das Verfahren erster Annäherung mit kleinerer Maschenweite h wiederholen oder 

2, ein Verfahren höherer Annäherung anwenden. 

Hat man das Verfahren mit mehreren verschiedenen Maschenweiten h durchgereehnet, 
so kann man (wegen der oft langsamen Konvergenz beim Verfahren erster Annäherung) eine 
Auseleichung vornehmen, indem man ansetzt 


’ - ) 
A” au ho =, 
k n 


nit C und a als Konstanten. Man schätzt nun den Wert von 4. und trägt in einem recht- 
winkligen Koordinatensystem mit logarithmischer Teilung auf beiden Achsen die Punkte n, 
)o— Ao”” ein. Bei richtiger Schätzung von /o müssen die (für mehrere Werte von n er- 
haltenen) Punkte annähernd auf einer Geraden liegen (vgl. den Vorschlag von Rosemann 
bei Burchard [B.5] S. 342). 
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Andere Deutung (vel. Willers [W. 2] S. 107/108): Löst man nach dem hier beschriebenen 
Verfahren z. B. das Problem: f"+ipf=0, f(0)=0, und ist eine zweite Randbedingung bei 


x. a gegeben, so kann man vermöge der Differenzengleichungen, von F,=0 und F,=1 (ein 
willkürlicher Faktor ıst Ja frei) ausgehend, nacheinander F\,, F,, ..., F', ausrechnen, d. h. durch 
| ausdrücken. Man löst dabei auf primitive Weise das Anfangswertproblem f”: ‚pf, f(0)=0, 


f (0) vorgegeben, und bekommt nachher eine Gleichung für Näherungswerte A, für die die bei 
x — a vorgegebene andere Randbedingung erfüllt ıst. Dieser Gedanke, das Eigenwertproblem auf 
ein Anfangswertproblem zurückzuführen, die Näherungsfunktion in Abhängigkeit von A aus- 
zureehnen und in der zweiten Randbedingung eine Bedingungsgleichung für die Näherungs- 
werte I zu erhalten, wurde ausgebaut in der Arbeit von Blaess [B.3], bei der die Lösung 
des Anfangswertproblems auf eine viel sorgfältigere Art als beim hier beschriebenen Verfahren 
vorgenommen wird. 


22. Über die Richtung der Annäherung beim Differenzenverfahren. Während in fast allen 
dem Verfasser bekannt gewordenen Beispielen die nach dem Verfahren erster Annäherung 
berechneten Näherungswerte kleiner sınd als die exakten Eigenwerte, so gibt es doch Gegen- 
beispiele, die zeigen, daß diese Konvergenz von unten her nicht immer beim Differenzen- 
verfahren auftreten muß. (Einfache Gegenbeispiele sind genannt ın [C. 2], S. 201 und 215.) Bei 

8 — 3sın? x 


f’+i 235 f=0 fV)=f(r) =V 


sın 3r 





eehört die exakte erste Eigenlösung f=sin=+ „, zum Eigenwert 4,=3, während das 
.)r) 
7 *).) 
Ditferenzenverfahren mit A= > den größeren Wert A,” ; = 3,24 liefert. 


Kin anderes Gegenbeispiel, bei dem die Konvergenz von unten bzw. von oben her von 
der Art der Ersetzungz der Differentialzleichung durch eine finite Gleichung abhängt, nannte 
mir freundlicherweise Herr Prof. Dr. F. Rellich: Bei der Besselschen Differentialgleichung 


zf’ + +Rxf=0, FO0)=f(i)=V0 


sind die exakten Eigenwerte gegeben durch die Nullstellen von J,(x) zu 4, =2,4048, 
), 9,920, 4, =8,654, ... Benutzt man 


a) die symmetrisch gebauten Differenzengleichungen 


| | 
ı(F; F;) (i 5‘ 


KB —-FR_)+2Rrir=0 (=12..,n—1) 


oder mit der Abkürzung A’h’—2= u: 


[. | -— 4 | | | 
r5)Firı tut -{i >) Fi N v, F 2,0 F 0, 


so erhält man für den ersten Eigenwert Annäherungen von oben her, für die höheren Eigen- 
werte von unten her: 


l 
= (2) ») ( 
h er 2,449 
| (3) ) +) (3) - » 
h - L, 2.438 fi; 5.06 
+.) 
| (4 ) )4° (4 © +),) (4) 9 
hı | - A, 2.426 A, ddl A, a. 
b) die weniger symmetrisch gebauten Gleichungen 
i(F, 2 PB, +F_) +; -F_)+Alhir=0 (=12..,n—) 
F, FF, 0, F„==0, so erhält man Annäherung von unten und zugleich sehr viel schlechtere 
Werte als beı a) 
J Pa - 
‘ ») 1 zu 
| | 
h : 1213 1.9 u 88 
n | ‚12 A, 24. 


Beim Differenzenverfahren höherer Annäherung sind die Fälle der Konvergenz der A.” 
zegen /o von oben her relativ häufiger (vgl. außer den in der Tafel V aufgeführten Beispielen 
auch [C. 1] S. 11). 
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Es wäre schon von großer Bedeutung, wenn man wenigstens bei den einfachsten Klassen 
von Eigenwertproblemen hinreichende Kriterien hätte, die aussagen, wann die nach dem 
Differenzenverfahren berechneten Näherungswerte A.”’ kleiner sind als die Eigenwerte 4». 

Kine den Konvergenzbeweis enthaltende Fehlerabschätzung ist für den ersten Kigzenwert 


| ” 
14," —1 const 4 für mehrere Klassen von Eigenwertproblemen bei gewöhnlichen 
nn” 


Differentialgleichungen zweiter und vierter Ordnung und bei partiellen Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung in [C.2] durchgeführt. Diese Fehlerschranken sagen jedoch nicht aus, ob 
die Annäherune an den Eigenwert von unten oder von oben her erfolet. Für die nach dem 
Differenzenverfahren berechneten höheren Eigenwerte fehlen bisher Fehlerabschätzungen. 


1 


23. Das Differenzenverfahren höherer Annäherung für gewöhnliche Differentialgleichungen 
unterscheidet sich von dem Verfahren erster Annäherung dadurch, daß an Stelle der Diffe- 
renzenquotienten finite Ausdrücke höherer Annäherung benutzt werden, d. h. solche Ausdrücke, 
deren Abweichung von den entsprechenden Differentialquotienten mit einer höheren Potenz 
von h gezen Null gehen als bei den Differenzenquotienten. 


Tafel I. Finite Ausdrücke höherer Annäherung mit Restglied. 





19 ya) tBgir) Berg 
\da’x—x; 12 A De 
g(2; +3) —99(2;+4) 459 (2; +1) Dg(1; .)+t9g9 (8; s)—9(8;-; IT A" 
- M- 
60 A ir * 
Pr 7 — (2; +.) + 106g (2%; +,) 3 g(2,) +169 (8; ,; G0(8:-s h* 
| | | | Bas 
12), % 12 4? 24 
_ 2gyl2;+3)—-27g(8; +2) + 270g (2; 4 1)-4W gr) 2 Wgr;-)-ZTgle;-JrEglei-3) | m 
180 Ah? S400 ° 
fe 9 gi 4) +89 (id) By) +Bg li) - dgl) rg a), 403 A 
— 1 _ In 
\de)ı=x; 8 h® 2320 
fr” 7) g(#;+,)+129(8; +.) 399 (8; 4.) +56 (2) -39g (2; .)+129(8;-)- 98; 5 105 7? 
Zul, %; 6 A? 5040 " 





Die Bedeutung von mo. ist dieselbe wie in der Tafel I von 21. 

Wie beim Differenzenverfahren erster Annäherung wird dann der Differentialgleichung 
eine finite Gleichung für die unbekannten Näherungswerte F; gegenübergestellt. Hierbei 
treten auch über das Intervall hinausragende Werte F_,, Fu+,,... auf und es ist dann er- 
forderlieh, für die Randstellen ©=0, i=n finite Gleichungen niedrigerer Annäherung auf- 
zustellen, damit man im ganzen ebenso viele Gleichungen erhält, wie unbekannte F'}-Werte 
vorkommen. (Ein Zahlenbeispiel hierfür bei G. Schulz [S. 3], S. 130/131.) 

Kine andere Erweiterune des Differenzenverfahrens ist von russischen Forschern ge: 
eben worden (vgl. z. B. Sch. E. Mikeladse, Nachrichten der Akad. d. Wiss. d. UdSSR. 1934). 
Es wird hier jedoch nicht weiter auf sie eingegangen, da bei ihr (bei fester Maschenweite %h) 
die zu lösende algebraische Gleichung für die Näherungswerte A von höherem Grade und 
damit für die numerische Rechnung umständlicher wird als bei dem hier beschriebenen Ver- 
fahren höherer Annäherung. (Bei dem Verfahren höherer Annäherung besteht die Verbesserung 
gegenüber dem gewöhnlichen Differenzenverfahren [= Verfahren erster Annäherung] in der 
Verbesserung der Koeffizienten der algebraischen Gleichung für A, ohne im allgemeinen den 
Grad der Gleichung zu erhöhen.) 


24. Bei partiellen Differentialgleichungen (etwa bei zwei unabhängigen Veränderlichen 
x”, 9, bei mehr als zwei unabhängigen Veränderlichen ıst das Vorgehen analog) legt man ein 
rechtwinkliges Gitter von Punkten (#;, %Y7) 


Ki Lo, T ch 


Y1. : Yo + k I 


in die «-y-Ebene. Die Wahl des Anfangspunktes #,, 9, und der Maschenweiten %k, I ist an 
sich willkürlich; meist wird man jedoch bei Berücksichtigung der Randbedingungen zu er- 
reichen suchen, daß die Randkurven und etwaige gradlinige Randstrecken möglichst mit den 
{.1) zusammenfallen. Mit F;, , werden Näherungen für die Werte einer ersten 
r,y) an der Stelle #;, y; bezeichnet. 


BEZ LIE HE 


Gittergeraden ( 


-) 
Kiıgenfunktion f (: 
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Differentialeleicehune und den ceenau wie bei den 
Die den Differential- 


Dei 
vöhnliechen Differentialeleiehuneen finite Gleichungen gerzenübergestellt. 
man leicht bei Verwendune der .Ver- 


kandbedingungen werden jetzt 


quotienten entsprechenden finıten Ausdrücke kann 
ratoren” E. und E, bilden. die dureh 


= 11 huı UsOoper: 


festzelegt sind. Man kann mit diesen Operatoren wie mit einer algebraischen Größe formal 
reehnen und sie mit Differentialoperatoren vertauschen. So ıst z. B. 
h.ın: 4 la, ıy) y(a,y—-pN; EN"E," gla,y)=gle+kh,y—+ nl). 


ein finiter Austdruek aufeestellt werden. Nach der Tafel I ın 21 ıst 


{ ! ( f 


\ls Beispiel soll zu 


i 


beı Fortlassen der Restelieder 


f 
f os Il, 





cn 
' ‘0% \ *)+) - cyr 
"ür «die oft vorkommenden Operatoren | und 1.4 erhält man (vel. IS. 3] S, 133 bıs 155) 
ll. \ ke füı e ÖOperatoreı und 14. 
\usdrücke erste \nnäherung 
1 
1 
| 1 | 
{ 7 2 7 IH y 
‘ 
) - - /.) 
| 
1 
“) I { 
f (/ { (/ () (do + ONSI Jh? Ma. 
\us Kt eiter Annäherung 
1 
ER; 
It BU Gau = A” m 
Zi 
f u 1 
11 (J; + (,.0+ 9 
ISA ME 7 PR 1: + (] , (] e 
(} { G IF eonst h’ m, 





t mo» eine Zahl, die ihrem Betrage nach das Maximum der Beträge aller o-ten partı- 
bleituneen von 4 (.r, y») ın einem alle vorkommenden Gitterpunkte enthaltenden konvexen 
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Man hat dann der Differentialgleichung und den Randbedinzeungen so viele finite 
Gleichungen gegenüberzustellen, bis die Anzahl der Unbekannten F’; ,. mit der der Gleichungen 
übereinstimmt. Bei Verwendung von finiten Gleichungen höherer Annäherung muß man dabei 
am Rande Gleiehunzeen niedrigerer Annäherung hinzuziehen,. da sonst wegen der über den 
Rand hinausragenden F}; ,-Werte Gleichungen fehlen. Zahlenbeispiele haben gezeigt, dal es 
zur Erzielung besserer Ergebnisse wichtiger ist, für die höchsten vorkommenden Ableitungen 
eenauere Ausdrücke zu verwenden als für die niedrigeren Ableitungen, daß es also ungünstig 
ist, wenn man nur die niedrigeren Ableitungen durch genauere Ausdrücke ersetzt und die 
höheren Ableituneen nicht. (Dieser Gedanke wäre an sich naheliegend, weil man dabeı das 
zu starke Hinausgreifen über den Rand vermeiden würde.) Eın ausführliches Zahlenbeispiel 
für das Verfahren erster und zweiter Annäherung steht bei G. Schulz |[S. 3]. S. 139 bis 141. 


Für das Verfahren erster Annäherung finden sich Beispiele bei Burchard [B.5]''). 


11) Der im nächsten Heft erscheinende zweite Teil dieses Berichtes wird die Methoden der Störungsreehnung 
und verschiedene andere Methoden sowie Zahlenbeispiele bringen. 


KLEINE MITTEILUNGEN 


Anwendung des erweiterten Satzes wund kann (durch Projektion aus den geradlinizen 
von Menelaos in der Nomographie. \lax Funktionsleitern 


Zacharias hat den Satz von Menelaos. dessen 2 et, 
Verwendung zur Konstruktion von Fluchtlinien erhalten werden. 
nomorrammen zuerst von Möbius (Werke, Bd. IV Die Diagonalen jeder möglichen Diazronalteilung 
S. 620) vorgeschlagen wurde, auf ebene einfache sind die Zapfenlinien «dieses Nomogramms. Je 
n-Ecke erweitert 1). Ein einfaches ebenes nr-Eck nach der gewählten Diagonalteilune erhält man 
sei irgendwie durch Diagonalen in Teildreiecke daher verschiedene Zapfeminien, ohne daß das 
zerlegt. deren Ecken Ecken des n-Eckes sind. Nomogramm umeezeichnet/werden müßte. Bild 1 
Line solehe Teilunz des n-Eckes heiße .Diagonal ojibt einen der mörlichen Ablesevoreänee für 
teillunz“. Auf jeder Seite 4,4; :, G en N Dan. 
a A ‚= 4,) des n-Eckes liege ein Punkt X; Läßbt sich die zewrebene Funktion (1) in der 
und auf jeder zur Diagonalteilung benutzten Form 
Diagonale A, A, ein Punkt X,.ı. Rn 
Wenn die drei Punkte X auf den Seiten jedes I) 0 
Teildreieckes ein Menelaostripel bilden. dann i—1I 
sagen wir, die Punkte X, und Xj, bilden ein Busstäitse u Fe ie Huibuikeiticn 
Menelaosnetz. X; seien dessen Außen- und X, 
dessen Innenpunkte. Es zilt dann der Satz: g;(2; los f; (z, | BR n 
-n ee ae 
Bilden n | . RRtı A En 4a re direkt auf die Form (2). wenn n eine gerad« 
A; A; ‚a an An =Ä4, eines Zahl ist. 
einfachen ebenen n-Eckes A.A,.-.. Ay b 2 
bei irgendeiner Diagonalteilunz N Ist n aber eine ungerade Zahl, so substitniert 
die Außenpunkte eines Menelaos BEN 
netzes. so bilden sie auch bei jeder 9%; \?R%) log (— fr (2,)) 
andern möelichen Diaronalteilune ick 
V’ die Außenpunkte eines Menelaos g:(2i log f; (2; 1; | n u 
netzes, und es gilt die Gleichung a be 
und erhält auch hier die Form 
A, X, AA, , An An BL Die freie Wahl der Diagonalteilunz hat nicht 
X, A, X, A AA nur theoretisches Interesse. sondern man kann 
Re ee \bleseungenauigkeiten, die «durch  Sehleifsehnitte 
Aus diesem Satz sollen einize Folgerungen für zwischen Ablesereraden und Zapfenfinie hei einer 
eewisse Fluchtliniennomorramme mit zeradlinigen Diaronalteilunz auftreten, durch Wahl einer 
Leiternträsern zezoren werden. Wenn sieh eine andern Diaronalteilun®e vermeiden 
Funktion in » Veränderlichen "Bild 2 gilt für n t. Die Zapfenlinie I gehört 
Free W)E0:.:.:.. 0) zu den Ablesegeraden (X, X,). (X X,) die Zapfen 
2 linie II zu den Ablesegeraden (X, X»). (X,X,). 
in der Form Jedes Fluchtliniennomogramm mit vier gerad 
245. pn er linizen Leiternträzern nd einer zeradlinigeen 
i ei . « Zapfenlinie hat diese Kirenschaft. wenn die 
Zapfenlinie durch die Schnittpunkte. von je zwei 
darstellen läßt. so erhält man ein Fluchtlinien nicht durch Ablesegeraden aneinander geknüpfte 
NOoMmMOoFTAamm mit eeradlinieen l,eiternträrern und L,eiternträrer oehf, 
reradliniren Zapfenlinien, wenn man die Seiten Wird ein solches auf dem erweiterten Satz von 
A; Air (Ü 1.2,3,....n5An+,=4,) eines be Menelaos aufrebautes Fluchtliniennomoeramm kol 
liebigen einfachen ebenen n-Eckes als Leitern linear transformiert. so behält es die oben anee 
träzer für die Veränderlichen z,; auffaßt. Die Be führten Eirenschaften. weil diese nur auf Laren-., 
zifferung der Leitern folgt aus nicht auf Maßbeziehunzen beruhen und daher 
dureh eine Kollineation nieht geändert werden. 
A;X; : | u er a ae Ä rorhältn; 
l; (2; b h - + E 3 Ks werden abeı dadureh I. a. die Verhältnisse 
A; Ai4i „weier Strecken zeändert. d.h. 


1, Max Zacharias: Die Sätze von Menelaos und Ceva Ä: X 1’ X, 
für ebene Vielecke, in: Deutsche Mathematik, 1. Jahrg., Aalen Binden. 2; : ee 
1. H., S. 504 fl. A; A; 4, A; Ai+, 
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EEE cd. 19 Nr.4 
X, ji Verschwindungslinie der Kolli- 
| F A, neation, so folet das in Bild 4 
ß i / dargestellt Fluchtliniennono 





B 
Das werden 


Fri 
Iu 


enützt 
Leiternteilung 
ieten Ablesebereich un 
denn man kann die verzerrt 
wählen. daß die Teilunz in 

ter. al verwi 
Kollineationen  liefe 


} 
I 


kann 
entstehende 


4 


TE) a 


eseberei We «AlSVO 


Solche 


les in Bi 2 > dareeste ten Nomogramms. | X, 4, My," X 10 
Wird Bild 2 so zentrisch kollinear transfor 
niert, daß die Verschwindungslinie der Kollinea A,X, __ MM AA, OR 
on dureh 4A, und durch keinen der anderen Eck X,A, 600 ’ A,A, 1000 
punkte des Grundviereckes hindurchgzeht. so er 
hält man das in Bild 3 dargestellte Fluchtlinien sind aber besonders für M, und o, in den vor 
nomogramm. Wird jedoch die Gerade 4, A, zur wiegend benötigten Bereichen zu eng. Es emp- 


Wal —— die unendlichferne Gerade ist. 
Beispiel. Für den durch 
Biereunz beanspruchten Balken 
— mit rechteckige Querschnitt 
eilt die Form: 
b Ih? 
Mn,=0R ’ — (4). 
h 
in der M, das in ke/cem gemes 
sent Biezeunesmoment. b die 
Breite, A die Höhe des Quer- 
schnittrechteckes in em veiNes 
sen und o, die sich daraus in 
” ke/cem? ergebende Randspannung 
beileuten. 
Wird (4) in der Form 
Re | 
106 D A? OR ® 
ild 1 bis 4. Y, 10 6001000 ae i 
. wenn die aus (9) geschrieben, so erhält man ein Beispiel für (2). 
r den besonders be in dem n t ist. das also durch ein Nomorramm 
enet, weil zu eng ist von der in Bild 2 zezeiehneten Form dargestellt 
nde Kollineation so werden kann. Die nach (3) sich erzebenden 
dem benötirten Ab Teilunren für die Leitern 
nılbarer wird. 
rn auch Sonderfälle I, 10* A,A, DD 

















gramm, dessen eine Zapfenlinie 
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tiehlt sieh daher eine Kollineation des zezeich- 
neten. Nomorramms. Bild 5 zeigt das so trans 
formierte Nomosramm in einer Form. in der es 
für tatsächliche Ablesungen zeeienet ist. Die 


zweite Zapfenlinie, auf der sich die Ablesegeraden 


bh) und (M,67z) schneiden, wurde mit einer Tei- 
“ 5 „bh? 

lune für das Widerstandsmoment NH R Ver- 

sehen und erhält noch eine zweite Teilung. die 


sich auf das Widerstandsmoment eines Kreisquer 


4 ar d®3 i i R 
schnitts W bezieht und mit den Werten 


«) 
des Kreisdurehmessers d beziffert wurde. 

In Bild 5 erhält man also durch die Existenz 
einer zweiten Zapfenlinie nicht nur die Möglich 
keit. dureh Sehleifsehnitte beim Ablesevorgrang 
entstehende Ableseuneenauiekeiten zu vermeiden. 


sondern das Nomoeramm wurde außer für recht 
eckire auch für kreisförmize und andere (Quer 
schnitte verwendbar. Die Bezifferung mit den 
Werten von W eestattet z. B. eine Verwendung 
für Normalprofile. deren Widerstandsmomente 
tabelliert sind. 


Diese mehrfache Möglichkeit. evtl. beide Zapfen 


linien zu beziffern. wird sich nicht selten ergeben 
und bildet einen weiteren Vorteil der entwickel 
ten Nomogrammform. 

Aubie. Wilhelm Riehter. 950 


über die Darstellung gewisser, in der 
Theorie der Flügelschwingungen auf- 
tretender Integrale durch Zylinderfunk- 


tionen. |In derWarner-Glauertschen!) Theorie _ 


des instationären Auftriebs und Moments. die auf 
ein in ebener zleiehmäßizer Strömunze harmonisch 
schwinzendes, zeradlinizes Profil wirken, sind be 
kanntlich foleende bestimmte Integrale von Wichtig- 
keit: 


. 2 kx ER AH: 

or dr: Wer ds 

\(] 1+ —1)sin2kede; (1) 
\ | | 1 1 ) cos > krdr 

() f 





Die Konvergenz dieser uneigentlichen Integrale 
ist bei reellem %. das uns hier ausschließlieh inter- 
essiert. leicht ersichtlich. Ihre numerische Be- 


rechnung für einige Werte des Parameters k hat 


zuerst Glauert durch Reihenentwicklunzen aus 
geführt!). Nachher hat aber Herr v. Borbely 
strenz bewiesen, daß sie auch in zeschlossener 


Form dureh Zylinderfunktionen ausdrückbar sind ?). 
Jedoch ist der von ihm entwickelte, auf Sätzen aus 
der Funktionentheorie gegründete Beweis ziemlich 
lanz und verwickelt. Nachstehend soll gezeigt 
werden, daß man diese Darstellung ganz anders 
und äuberst einfach beweisen kann, ohne jede Be- 
nutzunz funktionentheoretischer Hilfsmittel. 


ı) H. Wagner: Über die Entstehung des dynamischen 
Auftriebes von Tragfligeln. Z. angew. Math. Mech. Bd. 5 
(1925), S. 17. H. Glauert: The Force and Moment on 
an Oseillating Aerofoil. Aeronautiecal Research Committee. 
R&M. No. 1242 (London 1929). 

2), Von Borbely: Mathematischer Beitrag zur Theorie 
der Flügelschwingungen. Z. angew. Math. Mech. Bd. 16 
(1936), S. 1. Vel. auch W. F. Durand: Aerodynamie 
Theory. Bad. II; Artikel von J.M. Burgers, S. 294, 295, 302. 


die eesuchten 
Substitution ein: 


Zu diesem Zweck führen wir in 
Interrale (1) die erundlerende 


22 Goi u. 


Hiermit nehmen diese Interrale die Gestalt an: 








\sin(k Evi / k)dt: 
ı) 
\cos (Ak of t k)dt:; 
(0 
. EL 
„ja e-t)sin(kkojt -A)dt: 
M 
u. no 
| (1--e-t)cos(k boit k)dt 
ur 
Auf diese Weise reduziert sich die Aufgabe auf 
die Bestimmung folgender vier Integrale: 
yı(k) = \sin(kkojt) dt: 
ı) 
(3) 
J ‚(k) \ecos (k Evi! dt 
0 
I, (k) e-tsin (k&ovjt) dt; 
() 
(4). 
/, (k) \eE t cos (k Kolit)dt 
) 





Ks genügt nun, diebekannten Mehler-Sonine 
schen Integraldarstellungen der Besselschen 
und Neumannschen Zylinderfunktionen nullter 
Ordnung?) 





“) v 
J,(k) sin(kbolt) dt, 
m 
(5) 
I . Mr = 
N.(k) cos(kCoft)dt 
JT 
0) 
anzuführen. um ohne weiteres zu erkennen, daß 


die gesuchten Integrale (3) sich von diesen Zylinder- 
Mi 
-) 


funktionen nur dureh konstante Koeffiziente + 


unterscheiden: 


Y 1 (k) I Jr (k . fs (k) ) 


—_ _ 


N, (k). 


Um jetzt auch die entsprechende Darstellung der 


übriggebliebenen Integralen (4) zu gewinnen, ver- 
fahren wir folgendermaßen. Wir bereinnen mit 


der Behandlung der Funktion /, (Ak). Nach (4) und 
(5) läßt sich unmittelbar folgender Ausdruck für 
ihre Ableitung bilden: 


SF. 
» 


I (k | e-!koj t-cos (k Bvj t) dt 


“ 
0 
ST. 


en z N.(k)-+ - [. 21 608 (k&ojt)d t. 


3), Vel. G. N. Watson: A Treatise on the Theory of 
Funetions. Cambridge 1922, S. 180 Is ist zu 
beachten, daß dort die Neumannschen Zylinderfunktionen 
N mit dem Buchstaben Y bezeichnet sind. 


Besse] 
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Anderseits kann man die Interraldarstellune (4) 
von /, (A) mittels partieller Integration wie folgt 
umlormen: 
. “I 7 
l, / sın /, / V, (%) 
| 
I 
/, 4 i 
| e—2teoslkCofd\dt. 
An Hand der beiden Formeln erhalten wir: 
’ ’ I J 
/, 7 / ! /, “ 1} i /, \ / 
i > 


sieh sofort die eesuchte Darstellune 


Hieraus ereibt 


COS A JT 


I, (h WA: = 6), 


Funktional 
Funktionen 


man muß dabei nur die bekannte 
eleiehune für die Neumannschen 
nullter und erster Ordnung? 

/; \ u / 2 /i \ | / £ 
beachten 


und foleende Relationen berücksichtieen: 


1), Verl. G. N. Watson (l. ce. 8. 66. 


lim/|Af, (/ VD und lim/AN, (Ak) - 
kt k—ı 0 


der erste Grenzwert folet nach (4) unmittelbar dureh 

Abschätzung > 
TFT. 

I, (h ( 

m 
kannten Laurentschen Reihe für die Neumann 
sche Zylinderfunktion erster Ordnung X, (J 

Da nun die Funktionaleleiehungen für die Bessel 
schen und Neumannschen Funktionen dieselben 
sind. finden wir in der zleichen Weise bei 
Beachtung von J,(0 0 die entsprechende 
“ormel: 


edit l: der zweite aus der be 


Vermöre («dieser Darstellunzeen (6) und (7) kann 
man die erwähnten Interrale (1) dureh trieono 
metrische und Zylinderfunktionen nullter und erster 
Ordnunze unmittelbar ausdrücken. Die Erzebnisse 
decken sieh natürlieh mit denen. von Herrn 
v. Borbely angegebenen, vollkommen. 


Warschau. Julian Bonder. 969 


5) Vol. G.-N. Watson (|. ce.) S. 62 und 64. 


BUCHBESPRECHUNGEN 


WILHELM LOREY, Verein zu 


Der Deutsche 


Förderun®e «des mathematischen und naturwissen 
schaftliehen  Unterriehts. E. V. 18911938. Ein 
kückbliek ırleich auch auf die mathematisel 

md naturwissenschaftliche Erziehune und Bildung 
in den letzten fünfzie Jahren \erfabt im Auftrag 
les letzten Vorstands. 165 S, mit 28 Bildern. 


“rankfurt a. M. 1938. Otto >Salle 


\ e] lao 


liese Schrift auch 


von Ihrem alleemeinen Interesse noch das | 
sondere finden wird. daß sie wertvolle Aufsehlüss: 
über «das Entstehen des Prüfunesfaches und den 


l,ehrbefähleune für 


SLENON allein ler 


\neewandte Mathematik eibt. 
\uszue aus Felix Kleins 
redruekter Erlanger Äntrittsrede, den Lore\ 


auf Seite 20 eibt. dürfte auch heute noch aktuell 
sein. haben wir (loch zwar zweifellos in Deutsehlaniıd 
heute eine Blüte der aneewandten Mathematik unıl 


Bestrebuneen Kleins auf 
entsprech: nden Unterriehtsfaches 


wuf der höheren Schule noeh nieht den Er 


Mechanik. 
Beleb IM 


aber die 
eines 
haben 
Interesse (der Sache und 


leben 


fole zehabt, den wir im 

ler Verbindun®e von Schule und wünschen 
INMUSSEeN 

rende Schrift eibt äußerlich die Ge 
der nahezu fünfzie 
| nterriehtes Ice 


Die vorlie 
hiehte elNes 
Wesentliches für (die 
tan hat und nun in den NSLB. aufeerangen ist. 
Der Rückbliek ist bereehtiet, Denn t 
| (eschichte (des mathematischen und natur 
| und der in ihm 


wenig ın eroben 


su tl] 


Reform (des 
innerlich is 


wissensehäftiichen 


stens 


Zügen Da der Verf. die eanze Entwicklung mit 

erlebt und vielfae!] mitbeeintlußt hat, ist die 
Schri lebendie weschrieben und  weeen ihrer 
vielen Anmerkungen, auch persönlicher Art, eine 


ı 


Funderube für den 


sieben 


eliedert sieh ın 
eorılnet 


Historiker. Sie 
} 


Kapitel, die historisch ang sind: 


Vorzeschiehte und Gründune des Vereins: (die 
(Gründune der Unterriehtsblätter, Felix Klein: Na 
turforsecher- und Arzteversammlune 1901. Meraner 
Lehrplan: Die internationale mathematische Unter 
richtskommission, der «deutsche Ausschuß für den 


iaftlicehen Unter 


mathematischen und naturwissense! 
richt: der Weltkriee und die Intlationszeit: die 


Förds rverein Im 


sınıl Anmeı 


-htlinien: leı 
Das letzte Drittel 
ISW., 

Wirkune der Wissenschaft 
Unterricht auf das Volksganze Emp 
sollte an (dieser Schrift nicht 


Preußischen Ri 
Dritten Reich. 
kuneen, | 
Jeder. der für die 
lure! len 
finden hat. 


1 
eehen. 


‚reänzuneen 


vorüber 


Hamel. 947 


Berlin. (3 


\LFRED 


(ren us 


GERBER, [U 


nter 
hichtabsauruno 


Dr. se. techn. 
suchungen über 
Mitteilungen aus dem Institut für Aerodynamik, 
‚] hnische Hochschule Zürich. Nr.6). 
70 Ss. m. 60 Abb. Zürich 1938, Verlae A.G. Gebr. 
leemann & UCo. 8 5 

Diese Arbeit 
sauermeneen und 
ten Herabsetzune ler 
(‚renzschicht 


Ki lvenössische lee 


Preis 5.50 frs. 


über die Ab 


zu einer bestimm 


brinet Material 


leistuneen. (ie 
Verdräneunesdiehte (der 
benötiet werden. Es 


NPlles 


werden Grenz 
an einer ebenen Platte ohne äußeres 
Druckeefälle an einer Wand. 
‚wei unter einem Winkel aneinanderstoben 
eebildet ist. Um die Wirkung 


schiehten 
eemessen,. ferner solche 
die aus 
den Epenenstücken 
der Absaueune deutlich machen, ist (die 
vor «(er \bsaueune dureh Vorschalten 

Anlaufstrecke künstlich verbreitert. 
untersuchten Falle zeiet sich er 
dab der Druekanstier vor der 
wachseniler 


mebbar zu 
Grenzschicht 
rauhen 
In dem zweiten 
wartuneseemäb. 


Knickstelle bei 


einer 


(renzschieht 
Wert 


dem 


Immer 
bleibt. Da 
Zustande 


unter dem theoretischen 
Kintluß eanz ähnlich bei 
kommen des Formwiderstandes von Traetlüreln 
nitwirkt. so ist seine Herabsetzune durch Ab 
saurung praktisch interessant. Die Versuchsergeb 
über die Abhängeiekeit der benötigten Ab 
saueeleistune von der Form der Schlitze. dureh die 
man absauget, stimmen mit früheren von 0. Schrenk 
Dem Konstrukteur wird das neue, 
eeordnete Versuchsmaterial sehr will 


j 
menr 


dieser 


II1SSe 


überein. über 


sichtlich 
kommen 

Im Anhane 
dieken Joukowskyprofil mit Sehlitztlügel und Fow 
ierklappe mitgeteilt. Für sehr zeitg 
Beieabe wird der Leser dankbar sein, 


Dresden. W. Tollmien. 960 


sein, 


werden einiee Messuneen an #inem 


diese emäbe 
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WILHELM SPÄTH VDI Physik 
ler mechanischen Werkstoffprüfung. 
VI-+ 179 S. m. 84 Abb. Berlin 1938. Verlag Julius 
Preis eeb. 14.60 M. 
dieses Werkes eeht hervor. 
nicht nur mit der Mecha 
nik der Werkstoffprüfung befaßt. sondern darüber 
auch auf alle Fraeen eingeht. die vom 
J) h VS ikaliscehen Stan Ipunkt aus an die tech 
nischen Wissenschaften auf diesem Gebiet zu stellen 
sind. Dr. Späth hat den schwierigen 


Stoff 
\rbeit in 1; Hauptabschnitte zerleet und eibt zu 


Bereits aus dem Tite] 


dab sein Verfasser sich 


hinaus 


lieser 


nächst für jeden dieser Teile theoretische Er 
läruneen. Er weist dann auf die Foleerungeen hin 
und erteilt schließlich Anweisuneen für die prak 


\nwendune, Dies alles eeschieht in meister 
hafter Darstellune, aus der sich sofort der dem ge 
samten Stoff überlerene Fachmann offenbart. Man 
kann im Zweifel sein darüber, ob (die klaren theo 
retischen Herleituneen oder die treffenden charakte 
ristischen Abbildungen höher zu bewerten sind. Der 
Wert dieser vorzürlicehen Arbeit möre nieht durch 
Heransereifen von Einzelheiten hervorzehoben wer 
en, es sej vielmehr auf eine wichtiee Lehre hin 
rewiesen, an die Dr. Späth immer und immer wieder 
rmahnt. Die Herstellung von Maschinen, mit denen 
Kräfte von be 
kann, bereitet durehaus 
keine Scehwieriekeiten. Die Schwieriekeit besteht 
jedoch darin. zu erkennen und zu wissen: Welches 
Ist die Kraftmessers. 
zeiet er das an. was wir wissen wollen, oder sagt 
er uns überhaupt Bevor diese an ein 
derartiees Meßeerät zu stellende Anforderune nicht 
erfüllt ist. kann es nur mit erober Vorsicht benützt 
werden, und in manchen Fällen muß es sogar als 
Materialprüfungsmaschine 
ölters widerspreehenden verschieilener 
orschungsarbeiten finden mitunter ihre Erklärung 
auch darin, daß die in dem angeführten Sinn zu be 
achtenden Maßnahmen übersehen wurden. \lle diese 
Fragen, auf die Dr. Späth stets eine eindeutige Ant 
rt eibt. gehen aber nieht allein den Inzenieur im 
Materialprüfungswesen an, sondern sind für jeden 
Maschinenineenleur von erundleeender Bedeutung. 
.s ist (daher (das Studium einzigartigen 
Werkes jedem Ingenieur warm ans Herz zu legen. 

Dr. Späth hat sieh in der deutschen Ingenieur 
wissenschaft dureh seine schöne Arbeit ein bleiben 
des Verdienst erworben. 


> ij 
IISCNe 


oder «dynamische 


(röße ausüben 


Inan statische 


1 1° 
IlepDleer 


Wirkunesweise eines solehen 


niehts aus. 


ausscheiden, Die sich 


Kreebnisse 


WO 


(dieses 


Dresden. Findeisen. 979 


Professor Dr. WILHELM HORT, Die Diffe 
rentialeleichungeen der Technik und 
P’hvsik. 3. Aufl. des Lehrbuches .Die Differential 
leichungen des Ingenieurs“, Bearb. von Dr. phil. 
\lfred Thoma. wissensch. Mitarbeiter am Labo 
ratorium für Hochfrequenztechnik und Elektro 
medizin, Berlin-Liehterfelde. AI + 684 S. m. 329 
Abb. im Text. Leipzig 1939, Verlag Johann Ambro 
sius Barth. Preis geb. 38 M. 

Es war Wilhelm Hort nieht mehr vergönnt, die 
Bearbeitung der 3. Auflage seines in den Kreisen 
der Praktiker gut eingeführten Werkes über 
Differentialeleichungen selbst zu Ende zu führen. 
Auch in der neuen Bearbeitung von anderer Hanıl 
ist das Buch seiner Anlage und Tendenz nach eine 
umfangreiche, leicht fabliche Sammlung von phy- 
sikalisch und technisch wichtigen Differential 
sleiehungsaufgaben geblieben, wobei prinzipielle 
UÜberleerungen, wie Kindeutiekeitsbetrachtungen. 
Existenz- und Konvergenzbeweise durchaus zurück 
treten. Durch eine straffere Einteilung des ganzen 
Stoffes ist die Übersichtlichkeit erhöht und 
manche früher nötige Wiederholung eingespart. Im 
einzelnen sind viele Verbesserungen angebracht, so 
besonders im ersten Teil, der eine kurze Einführung 


sehr 


Buchbesprecehungen 


353 


in die Differential- und Inteeralreehnune bringt. 
Hervorzuheben ist (die Neugestaltune (des Ab 
Differentialeleichuneen der Elek 
Hierbei ist u. a. der Oberwellendipol 
mit mancherlei Anwendungen behandelt, ein Pro 
blem. das dem «#irenen 


schnittes über (die 
trodynamik. 


"orschunesgeebiet (des Be 
arbeiters aneehört. 

Ks ist eewihß. daß das Hortsche Werk in (der 
neuen Bearbeitune bei voller Wahrune 
bekannten Eirenart an Brauchbarkeit für den Prak 
tiker noeh eewonnen hat 


Dresden. W, 


seiner 


Tollmien. 958 


Dr. phil. OTTO HAUPT, Prof. a. d. Univ. Erlan 
een, unter Mitarbeit von Dr, phil. GEORG AUMANN, 
Prof. a. d. Univ. Frankfurt a.M.. Differential 
und Inteeralreehnune unter beson 
lerer Berüceksichtierune neuerer Er 
eebnisse l,ehrbücherei. dl. 24, 
I. Bd. Einführune in die reelle Anals 
sis. 196 S. m. ? Fie. Beriin 10938. Verlae Walter 
de Gruyter & Co. Preis geb. 11.20 M. 


Del. Bd. 25. IH. Bd. Differentialrech 
nune. 186 S. m. I Fie. Berlin 1938, Verlae Walter 
(le (‚ruvter & (Co. Preis eb, 9.80 M. 

Del. Bd. 26. III. Bd. Integralreehnung. 
1853 8. Berlin 1938, Verlag Walter de Gruyter & 
(!o. Preis eeb. 10.60 M. 


(\öschens 


oleich vorwee zu saeen: Das ist kein Lehr 
buch für den Anfänger, auch nieht für den >Studen 
ten. der an einer Universität Mathematik lernen 
will, es ist ein Buch für den zukünftigen Gelehrten. 
wenn nieht für diesen selbst. Denn es enthält sehr 
viel Neues, wenlestens insofern Neues, als es bis 
jetzt nicht in den Lehrbüchern steht. Darum soll es 
auch in dieser Zeitschrift besprochen werden, «denn 
kein aneewandter Mathematiker kann wissen, was 
er morzeen aus den abstraktesten Teilen der reellen 
Analvsis braucht. Das Werk ist ausgiebig abstrakt. 
es berründet die reelle Analysis unter weitestzehen 
der Alleemeinheit menzentheoretisch im r-dimen 
sionalen Raum. Man sehe dritten Banıdl 
am Ende den Stokesschen Satz auf einer FFttimE,, 
an. Drei Figuren finden sieh im ganzen Werk. 
‚wei im ersten Band. eine im zweiten, bei der 
Vorführunze einer nicht differenzierbaren Funktion 
und keine im dritten. Gleichwohl darf zesart 
werden, dab sich die Verfasser um eine klare und 
deutliche Darstellune bemühen. Sehr viel wird dem 
l‚eser überlassen. Formale Differentiation und 
Inteeration erscheinen auf den engsten Raum zu 
sammeneedrängt. teilweise als Aufgeaben, 

Der erste Band zerfällt in zwei Teile: Zahlen 
foleen und Funktionen, im ersten Teil auch schon 
das Wicehtieste aus «der Reihenlehre. Seibstver 
ständlich oberer und unterer Limes, einiges über 
Mensen. Bei den Funktionen alle Arten von Stetig 
keit, Kompaktheit, Monotonität,. beschränkte Va 
riation. Der alleemeinste Begriff der Bogenlänge, 
konvexe Funktionen. Die zweite Hälfte des Buches 
brinet die Ausdehnune auf den n-dimensionalen 
Raum. Allgemeine Wertbereiche und Definitions 
bereiche, Vertauschune von %renzübereängen, Un 
rleiehungeen und konvexe Funktionen. 


I'm es & 


sich im 


Im zweiten Band die Differentialreehnung. EKirent 
liche und uneigrentliche Ableitungen, rechts- unıd 
linksseitige, starker und schwacher Schmiegkreis, 
Differenzierbarkeit monotoner Funktionen, ihre 
Niehtdifferenzierbarkeit nur auf einer Nullmenge. 
Studium der Differenzierbarkeit von 
“unktionen mehrerer Veränderlicher, Anwendungen 
auf die Auflösunz von Gleichungen, die Funktional 
determinante, die Abhängiekeit von Funktionen. 
Im zweiten Band findet sich auch die Integration 
als Aufsuchen der Stammfunktion. 


venauestes 
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Der dritte Band ist nun reine Maßtheorie. Jordan 
Inhalt, Lebeszue-Maß, Stieltjessches Integral. Auch 
las Riemannsche Interral kommt vor. 

Kin \W+ rk besonderer \rt. Wer sich etwa über 
das Mab Ak-dimensionaleı 


lehnunesbeschränkteı 


„Vbertllächen” im E unterrichten lassen will, der 
ereifi ı diesem Werk. 
Kin Schriftenverzeiehnis befindet sich jeweils im 


\nhane,. Im ersten Band werden aueh drei Ein 
fühhruneen eenannt. alle drei aus demselben Verlae. 
Ref, emptiehlt dies nicht zur Nachahmung. 


Berlin. Hamel. 924 


Dr. Dr.-Ine. GEORG SCHEFFERS, Lehrbuch 
ler Mathematik zum Selbstunterricht 
ınd fürStudierende der Naturwissen 


schaften und der Technik, eine Ein 
führunzein die Differential- und Inte 
eralreehnung und ın die analytische 
(eometrie Vll+743 Ss m. 438 Fie Ber 
1938, Verlag Walter de Gruyter & Co. Preis 

ID M. 

Dieses in erster Linie für den Selbstunterricht be 
stimmte Lehrbuch fänzt bei den einfachsten mathe 
mäatischen Überlegungen an „Nicht das, was 
man noch von der Schule her wissen sollte. sondern 
das, was man wirklich noch davon weiß. ist mir 
mabeebend orewesen’., schreibt ler Verfasser im 
\orwort und führt den Leser sehr behutsam in 


I) 


lie Differential- und Integralreehnung und in die 
inalvtische Geometrie ein. Da die jungen Leute 
heutzutage nur geringe Vorkenntnisse von der 


Schule mitbrineen und in der laneen Zeit zwischen 
Schulabeanze und Studienbeeinn noch vieles davon 
veroeessen, wird die bedächtire Art dieses seit drei 
unddreißie Jahren bewährten Buches. dessen Ver 
fasser so vut weiß, wo den Anfänzeer der Schuh 
lrückt, zewib auch unseren Studenten zusaren 
Mir will allerdines scheinen, als ob der Verfasser 


les Guten bisweilen zuviel eetan hat. d. h.. daß er 
B. bei der Darstellunz des bestimmten Inteeral 
ier Rücksicht auf den Leser zuviel vom Geist 


mathematischer Strenge opferte. Die zahlreichen 


- 


Beispiele und UÜbungesaufeaben aus Naturwissen 
schaft und Teehnik und die auseezeichneten Ab 
billduneen. dıe lem l,eser (die Mitarbeit sehr BT 
leichtern werden, seien noch besonders erwähnt. 


Freibere (Sa.). (‚rüß. 954 


’rofessor PAUL B. FISCHER, Studienrat am 
(‚vmnasium Berlin-Sterlitz,. \rithmetik (Samm 
lune Göschen. Nr. 47). 152 S. m. 19 Abb. Berlin 


1935, Verlae Walter de Gruyter & Co. Preis 1.62M. 


Das Büchlein führt vom Begriff der natürlichen 
Zahl aus zu den Bereichen der ganzen, der ratio 
nalen, der reellen und der komplexen Zahlen. Die 
ser Aufbau des Zahlensvstems erfolet im wesent 
lichen, der einführenden Natur des Buches ent 
sprechend, von der Anschauung her: axiomatische 


bet neen werd nur orlerentlich anzecdeutet. 
Bisweilen wird au lie eeschiehtliche Entwieklune 
u Hilfe genommen. so etwa bei der Besprechung 


| | Wo man die verschie It nen 
/iffer- und Zahlsysteme dargestellt findet, oder bei 
1] 


ler Klärune des Beeriffs der Irrationalzahl, wo 
Verf. vom eriechischen Beweis der Irrationalität 
von ] ?2 zum Theoren von G. Kantor über die 
ınkehrbare Zuordnunze aller Punkte einer Ge 
raden ur Gesamtheit aller reellen Zahlen und 
schließlieh zum Dedekindschen Sehnitt hinleitet und 
so dem Leser das Verständnis für jenen schwierl 
re] eoriffi allmählieh erschließt, In einem An 
anz werden dann noch die Grundlaren der arith 


metischen umd geometrischen Reihen. der Zinseszins 
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und BRentenreehnunz und der Kombinatorik sowie 
der Beweis des binomischen Satzes für ganze posi 
tive Exponenten gegeben. Das Büchlein kann allen 
denen empfohlen werden, die eine Jleichtfaßliche 


Kinführune in «das Gebiet der niederen Arithmetik 
wiinschen. 


Berlin. FB. Mosch. 915 


M. H. A. NEWMAN, M. A... F. R. S., Fellow of 
St, John’s Colleee. Elemente of the Topo 
lorx of Plane Sets O| Points. v1 


221 S. Cambridge 1939, Cambridge University Press, 


1 


Preis 12 sh 6 d. 


Klare und übersichtliche Einführung in die mengen 
theoretische Topologie unter Beschränkung auf die 
ebene (eometrie. Im ersten Teil werden die wieh 
tiesten Dinge über ebene Punktmengen gebracht 
Abzählbarkeit. geschlossene und offene Mengen. 
Homomorphie und stetige Abbildung, Zusammen 
hans). im zweiten Teil die Anwendungen dieser Be 
eriffe auf die ebene Topologie (Alexanders Lemma, 
Jordans Satz, einfach zusammenhängende Ge 
biete...) Als Einführune in diesen abstrakten 
/weie (der Geometrie auch zur Grundlerung der 
Theorie der Funktionen von einer komplexen ver 
änderlichen empfehlenswert. 


Hambure., W, Blaschke. 978 


OTTO KÖHLER, ULRICH GRAF, CURT CALOV, 
Mathematische Raumbilder, Reihe A, 
Mappe I, Die platonischen Körper, 
Mappe II. Einfache mathematische Raum- 
tormen, 1. Teil, Mappe IIl, Einfache mathe 
matische Raumformen, 2. Teil, Mappe IV, 
Modelle zur Elementar-Geometrie. 
Mappe V, Die Kerelschnitte. Mappe \V1. 
Sphärische Geometrie, I. Teil: Zur 
mathematischen Erdkunde. Dresden 1939, 
Verlae L. Ehlermann. Preis je Mappe IM. 


Durch Modelle die Entwicklune der Raum- 
anschauune zu fördern, ist ein alter Gedanke: und 
ebenso alt ist die Erkenntnis der Schwieriekeiten. 
denen die Beschaffune zeeieneter Modelle und ihre 
Verwendune vor einem größeren Zuhörerkreis unter 
lieet. Auch der Gedanke, an ihrer Stelle stereosko- 
pische Raumpbilder zu benutzen, ist nicht neu: seine 
\nwendune für Unterrichtszwecke ist durch die 
Vereinfachung des >Stereoskopes zur rot-grünen 
Brille der Verwirklichune naheeebracht worden. 
Kin Verdienst aber ist es nun, den stereoskopischen 
Raumbildern eine so eeschickte einheitliche An- 
ordnune zu eben. daß sie leicht zu handhaben 
sind, lehrreieh und schön zurleich wirken und weite 
Ausdehnungesmörliehkeit besitzen. Die vorlierenden 
sechs Mappen werden sicherlich dazu dienen, ihren 
Benutzern die dargzestellten eeometrischen Gebilde 
verständlich zu machen und das Raumeefühl zu 
steizern. 


Dresden. W. Ludwie 976 


T. 6. Room, M. X.. Professor of Mathematics in 
the University of Sidney, The Geometry of 
Determinantal lLocei. AXVII + 483 D. 
Cambridge 1935, The Universitv Press. Preis geb. 


[? Schilling. 


Mehrdimensionale (Geometrie ist nicht nur um 
ihrer selbst willen interessant, sondern von ihren 
Beeriffen und Ergebnissen können auch andere Ge- 
biete der Mathematik und selbst die Mechanik 
Nutzen ziehen: schon bei d’Älembert und bei La 
oranee finden sich Gedanken soleher Art. Das vor- 
liegende Werk stellt mit großer Sorgfalt und Aus- 





namen! nn En nenn. 











Z. angew. Math. Mech. 
3d. 19 Nr.4 Aug. 1939 


Buchbesprechungen 255 





führlichkeit die Theorie der „projektiv erzeugten 
Mannigfaltiekeiten“ dar und definiert diese als 
„determinantal loci” in folgender Weise: p-q lineare 
Funktionen der Koordinaten in einem r-dimensio 
nalen Raum seien in der Form einer Matrix von 
Zeilen und q Spalten angeordnet: durch Nullsetzung 
aller Determinanten eines bestimmten Grades in 
dieser Matrix entsteht ein Gleichungssvstem, 
und der Ort aller Punkte, die es erfüllen, ist ein 
„determinantal Die projektiven Erzeugun- 
ven der Kegrelschnitte, der Flächen zweiten Grades 
und der Raumkurven dritter Ordnung liefern im 
dreidimensionalen Raum bekannte und einfache 
Beispiele, Aber erst bei mehr als drei Dimensionen 
kommt die ganze Vielseitiekeit (des Begriffes zur 
vollen Auswirkung: und. um sie beherrschen und 
ordnen zu können, bedarf es einer umfassenden 
Symbolik, deren Gesetze nebst den grundlegenden 
Beeriffen der höherdimensionalen Geometrie der 
Gerenstand des ersten Kapitels sind. Die Notwen- 
diekeit dieser Symbolik schließt die Unmöglichkeit 
in sich, in einem kurzen Bericht den Gang der Ent- 
wieklunz zu schildern und Einzelheiten herauszu- 
heben. Es kann nur darauf hingewiesen werden. 
daß zunächst im r-dimensionalen Raum schöne 
Kirenschaften der Mannigfaltiekeiten abgeleitet 
werden, deren definierende Matrix von allgemeiner 
Gestalt ist, daß hernach auch die Fälle behandelt 
werden, (denen eine symmetrische oder schief- 
symmetrische Determinante zugrunde liegt und dab 
den Abschluß Teileebiete der Theorie bilden, die 
insbesondere den Raum von vier Dimensionen um- 
fassen. 


Dresiden. W. 


loecus“, 


Ludwie. 


W, M. SMART, M. A... D. Se., Regius Professor of 
Astronomy in the University of Glasgow, Stellar 
Dynamies. VII 134 S. Cambridge 1938, The 
University Press. Preis 30 Schilling. 


Das vorlieeende Buch von Smart enthält einen 
recht voilständieen Bericht über die während der 
letzten vier Jahrzehnte entstandenen Arbeiten zur 
Dynamik von Sternsystemen. Die ersten Kapitel 
behandeln die klassischen Arbeiten von Kapteyn 
und Schwarzschild zur Erklärung der in der un- 
mittelbaren Umgebung der Sonne beobachteten Be- 
werunesverhältnisse der Sterne, nämlich die Zwei- 
stromtheorie von Kapteyn und die ellipsoidische Ge- 
schwindiekeitsverteilune von Schwarzschild. Die 
weiteren Kapitel befassen sich mit allgemeinen 
Theoremen der Stellarstatistik, wie sie vor allem von 
Kapteyn und Schwarzschild entwickelt 
wurden, mit Untersuchungen des inneren Aufbaues 
von Sternhaufen und mit der Dynamik von Stern- 
systemen. Es werden hier vor allem die Unter- 
suchungen von v. Zeipel, Eddington und Jeans 
behandelt. Die zwei letzten Kapitel des Buches 
enthalten die aktuelleren Fragen nach der Rotation 
der Milehstraße und der Dynamik des galaktischen 


Systems. 


Serlieer. 


Das Buch ist vorwiegend mathematisch orientiert, 
so daß der Mathematiker manche Anregung (darin 
finden wird, während der Astronom gelegentlich 
einen enzeren Anschluß an die Beobachtungsilaten 
vermißt. Der Stoff des Buches ist weitzehend 
historisch geordnet. was nicht immer vom sachlichen 
und pädagogischen Standpunkt aus gerechtfertigt 
erscheint. Der Student, der in das Gebiet der Dyna- 
mik von Sternsystemen eindringen will, wird in dem 
Buch von Smart zahlreiche spezielle Probleme 
mathematisch behandelt finden; er wird aber zu 
wenige darauf hingewiesen, wie weit man (die mathe- 
matische Auswertung vorlierender Beobachtungen 
treiben darf. 


Potsdam. P.tenBruggencate 98 


KARL MARBE, Das Ausgleichsprinzip 
in der Statistik und verwandte Pro 
bleme. V 164 S. München 1938, C. H. Becksche 


Verlagsbuchhandlung. Preis brosch. 8 M. 


Der Würzburger Philosoph Karl Marbe vertritt 
seit nunmehr 40 Jahren eine Theorie des .statisti 
schen Ausgleichs" bei Massenerscheinungen. Sie be 
sart u. a. dab sehr seltene Ereienisse, wie etwa 
eine lange Serie von aufeinanderfolgenden Eintra 
euneen von Knabeneeburten (lteration) im Ge- 
burtenregister, noch seltener einzutreten pflegen, als 
es nach den Formeln der Wahrsecheinlichkeitsrech 
nunz zu erwarten ist. Diese Theorie fand viel 
Interesse und gab Anlaß zu einer umfangreichen 
Literatur; allerdings erfuhren Marbes Ausführungen 
von Mathematikern, in neuerer Zeit von v. Mises 
und Kamke, eine entschiedene Ablehnung. 


Nachdem ein 1934 erschienenes Buch (Grundfragen 
der anrewandten Wahrscheinlichkeitsreehnung und 
theoretischen Statistik: vgl. die Besprechung ZAMM 
15, 1935. S. 306) umfangreiche Erhebungen über Ge 
burteneintragungen auf Standesämtern brachte, wird 
in dem vorliegenden neuen Werk dieses teils alte 
Material nach neuen Gesichtspunkten behandelt, 
teils neues Material vorzelert. Es beginnt mit einer 
empirischen Theorie des statistischen \useleichs und 
brinet sodann den Nachweis der zeitlichen Veränder 
lichkeit des Geschlechtsverhältnisses der Neuge 
borenen. Die befolete „Methode der absoluten Diffe 
renzen“ ist allerdines wohl weniz zweckmäßig. 

Marbes Theorie ist manchmal so mißverstanden 
worden, als versuche er, auf empirischem Wege die 
Riehtirkeit der Wahrscheinliehkeitsreehnung zu prü 
fen. Demgerenüber wird hier erneut betont. daß die 
Untersuchungen nur bezwecken festzustellen. ob ge 
mathematische Voraussetzungen der Wahr 
scheinlichkeitsrechnung, z. B. die der Unabhängigkeit 
der Ereignisse, in der Erfahrung erfüllt sind. Hier 
wird allerdings übersehen, daß auch abhängige Er 
eienisse einer wahrscheinlichkeitstheoretischen Be 
handlung sehr wohl zugänglich sind. 

So zeirt eine Aufstellung der relativen Häufig 
keiten von „schwarz“ bei 502940 Rouletteergeb 
nissen in Baden-Baden ein langsames Schwanken, 
bei dem die ersten drei Dezimalstellen festbleiben, 
das mit Recht auf gelegentliche Neueinstellung der 
Roulette zurückgeführt wird. Man kann aber auf 
Grund dieser Tatsache nicht wie Verf. es tut 
schließen. daß keine Konverzenz stattfindet und 
daraufhin die Definition der Wahrscheinlichkeit als 
Grenzwert der relativen Häufickeit ablehnen. 


WW jsse 


Die Hauptstütze seiner Behauptungen sieht nun 
der Verf. darin. daß die beobachteten Anzahlen der 
lterationen m seinem Material von Geburteneintra- 
euneen und Rouletteerzebnissen hinter dem erwar 
tunesmäßigen zurückbleiben. Der Hinweis der ge 
sannten mathematischen Kritiker, dab die beobach 
teten Zahlen fast durchweg innerhalb (der wahr 
scheinlicehen Grenzen lieren und dab wegen der 
Unsymmetrie der Verteilung eine Unterschreitung 
des Mittelwerts wahrscheinlicher ist als eine Über 
schreitung, daß ferner für gewisse Schlüsse hinsicht 
lich seltener Ereignisse das Material immer noch 
nieht umfangreich genug ist, bleibt als durchaus be 
rechtiet bestehen. 

Wie früheren Veröffentliehungen ist auch 
dieses Werk des Verf. sehr anregend geschrieben; 
es enthält viele interessante kritische Bemerkungen 
zu den Grundfragen der Wahrscheinlichkeitsrech 
nung, über Spielsysteme und verwandte Fragen. 
Wenn auch der Mathematiker nicht allen Schlub 
foleerungen zustimmen kann, wird er dem Verf. für 
seine überaus mühevolle und sorgfältige Zusammen 
stellung statistischen Materials Dank wissen. 


seine 


Berlin. Günther Schulz 984 
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NACHRICHTEN 





angewandte Mathematik 
Mechanik. 


Vortraesfo] ro 


(sesellschaft Tür 

und 

ler wissensehaftlicehen Tarune in Marienbad. 
September 1939, 

(‚raz: Uber 


Freitag, den 22. 


(‚raz: Querschwineunzen des 
\reisborenträeers mit I-Wuers hnitt. 
Torsionsbeulunge eines Platten 
lotter, Adlershof: Uper die Bewegunzen 
les Pendels mit oszillierendem Aufhängepunkt. 
(, Weber, Dresden: Halbebene mit Randkerben. 


lie Stabilität der 


Mit Differenzen 


\ 1 
(erenüber den 


lafeln nieht versehen. 
veröffentlichten Tafeln haben 
unter a) einen 10mal, die unter 
Schritt. 


sind die 
[früher 
Tafeln 


1 ® * 1 
b) einen bmal 


lie neuen 
So kleinen 
GEORGES  PREVOST, Tables 
leurs inteerales 
developpement en 
nomes de Laplace d’une fonetion de deux variables 
ındependantes. Bordeaux u. Paris 1933 bei Gau 
thier-Villars. 95 + VII (Text 134 Tafeln 


22 (Formeln) Seiten 4°. Preis etwa 14 M. 


fonetions 
pour ealeuler les 
serie (de poly- 


(les 
spheriques et le 
eoeffieients du 


enthält 


h . die Werte der Leeendreschen Polvnome uw 
H. Neubeı Braunschweie Ubeı (las Kerb . Leg: dh rn huge Bun und 
lan oo u, ihrer „zugeordneten Pu (x). sowie der 
pro EEBEE l} 4 | IA entileorle, x 
Sn #3 D 5 | 1 1, eo} y. * P IQ I, tn y : , } Pr Pan ” = 
M. N wi se ıIAN r H tenilelm: Krei piat t nit Integrale Pr (16) dd u mit D bis r eeltenden 
waeliairıppen, () 
k, (rammel,. Stutteart: Ein Geeenstück zum Stellen für .r 0.01 1.00 bei n nz 
Meißnerschen Verfahren «der graphischen Ana Ss und m u Be 
Ivsis, 


b) Nullstellen dieser Funktionen mit 4 zeltenden 


ersich ‚rııNEoS! at] u ‘ . 
Versicherungsmathe Stellen (Dezimalen). 


| ,oren Berlin: Ist dıe 
matik Wissenschaft oder nur Rontine? 

ry . ) ’ ıop* s wr hr 1 “vr (vr . Y n 

. ‚I ng Danzig: Bruchbedingung e) die Werte von sin na. 
lüssiekeiten. m 


23. September 1939. 


m} he 
| zanel 4 
romml. Lie sinng dd g, cosna, 


Sonnabend, den 


ae 5 ” u h cosngy dyg mit 5 Dezimalen für a=19, 2", 
J Ginz« (‚öttineen: Theorie des Flüzels mit a ! ! 
Spalt Beitrao zur konformen ‚Abbil lune mehr ... 90° bein WE WE N 
[ach ısammenhängender bereiche., 
Fr. Vandreys (“öttineen: Theorie (des Trag Die ersten Differenzen sind angegeben. Mit 
tlürels in schwach inhomoeener Gruniströmung:. linearer Interpolation wird die Genauigkeit der 
W, Tollmien. Dresden: Zur Theorie der Wind lafelwerte nieht erreicht. Die zweiten Differenzen 


kanalturbulen eehen stellenweise bis in die Tausende, 
y X vun TARR . TI « . Pr, TR u: \ . 
F. Wein: Möhringen: E ntlul der Reibung Brit Ende Di 
beim Element einer Vortriebsschraube, 
\l. Maneleı (“öttineen: Ein Nomoeramm zur 
Intı ration (ler Polhatsı nse] e]) Differential Persönliches. 
‚ el | ” 1 lie 1] e 4) ı ıh rssel ich 2 er 4 n ’ ° 
\ "ni: una ur dl | \ lei : bung PER... Der 0. Prof. für Darstellende Geometrie a. d. 
i Ie vet “ \ussig: has una rg ger techn Hochschule Dresden. Dr. W. ,udw ie. 
I I 1 Y | I Iır Ter’s|] ’ l (" { Au > ‚vn . ) 6 . . 
BR il! m ae ntersuchung dei Wins tritt am 1. Oktober 1939 in den Ruhestanil. 
beweeune eines Fluezeuees. wenn der Zusam a ER i 
men! ıno" wischen (eschwin lı rkeit und Bahn \nläblieh der Vollendune SPINES siebziesten 
tnneente der I") ıebahn #) ler r rl eitliche \er Lebensjahres w urde (lem Ministerialdirektor d. ). 
lauf des Höhensteuerwinkels vorgegeben ist. Yrof. Dr. Th. Vahlen die Goethe-Medaille für 
IS; Kunst und Wissenschaft verliehen. 
Der b. a. 0. Prof. der Darstellenden Geometrie 
Neu berechnete Tafeln. a. d. Teehn. Hochschule Danzie. Dr. U, Graf. 


Nj. TALLQVIST zibt in den Acta wurde zum 0. l’rof. ernannt. 


BE. BUT, 


\ II, die Werte von Kugelfunktionen mit sechs Verstorben sind der o. Prof. der Techn. Mechanik 
Iezimalen. namilıe! 1 Baukonstruktionslehre an der Bereakademie 
' n Nr. 4 (1937. Freibere (Sa.) Dr.-Ine. F. Körler,. der ehemalire 


3--2% 20 Seiten] : P, (x 


0.001 (0.994, 


Prof. d. Mathematik a. d. Universität München 
Rat Dr. F. Lindemann. der ehemalire 0. 
Prof. der Darstellenden Geometrie a. d. Techn. 
Hochsehule Darmstadt Geh. Hofrat Dr. R. Müller. 
Prof. der Mathematik a. d. Techn. 


bis gr Mn >. 


(seh, 


b) in Nr 11 


Seiten : . 


1958). 


i - i : 
COS U) his Ni >» (COS ı ler ehemallee 0, 


für 0? 10”: 0" 20": 9050’: 900%, Hochschule Darmstadt Dr. H. Wiener. 
ZUSCHRIFTEN AN DEN HERAUSGEBER 


Reiechsstelle für den Unter 
worden sind und dab dort 
daß die AEG im Jahre 


Ab- matische Filme von der 
1U58). riehtstilm veröffentlicht 
auch darauf hinzewiesen ist. 
1434 einen Normalfilm .M e? (Konforme Ab 
bildlune)* herzestellt hat (vel. Z. 


o anzew. Math. 
Mech.. Bd. 3 1923). Heft 2). In dem Auszug wurde 


konforme 
Bd. 18 


Filme über 
Mech. 


H. Heinrich: Drei 
bildung. /. Math. 
NS. 366. 
bereits im 


\bbil 


lab sie 


Die AEG teilt mit. 
'l Nonforme 


Jahre 1034 
nen Film .M ’ 


lune)" heı 


estellt ft der Hauptwert auf die Darstellung des vereinfachten 
Herr Dr. Heinri Breslau. bemerkt dazu. daß im \ufnahmeverfahrens zezeleet. das bei den vor 
Vortra® selbst erwähnt worden ist, dab auber (den eeführten drei Filmen zum erstenmal angewendet 


voreeführten drei Filmen noch vier andere mathe worden Ist. YSS 
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»KRUPP MAGDEBURG 


Wir suchen zum möglichst baldigen 
Antritt einen 


Physiker oder Diplom-Ingenieur 


für Entwicklungs-- und Versuchs- 
arbeiten. 
































Kenntnisse in der höheren Mathematik 
und Mechanik sowie Beherrschung der 
Schwingungstechnik sind erwünscht. 


Bewerber mit Einfühlungsvermögen 
für die praktische Ingenieurarbeit 
bitten wir, ihr Angebot mit Lebens- 


 Unterftutie agree 
- MENSU Arbeit ee 
werde Nütglico ! 


richten an die Personalabteilung der 





Fried. Krupp 
Die N5-Volkswohlfahrt unterhält Grusonwerk Aktiengesellschaft, 
bereite 257 Jugendecholungsheime. Magdeburg -Buckau. 





Die „Zeitschrift für angewandte Mathematik und Mechanik“ 
A. Bezugsbedingungen = erscheint jeden zweiten Monat (Februar, April, Juni usw.) 
Die Bezugszeit ist halbjährig (Ausland ganzjährig). 


Der Bezugspreis beträgt ijjährlich 15.— RBM.; ganzjährig 30.— RM. 
für Mitglieder [J) 13.50 BRM.; „ 27 m RM. 


Bestellung kann bei jeder Buchhandlung oder beim Verlag aufgegeben werden. 


Abbestellung ist nur am Schluß eines Halbjahres bezw. Jahres zulässig. Nicht befristete Bestellungen laufen 
von Halbjahr zu Halbjahr weiter (Ausland von Jahr zu Jahr). 


Beozugsgebühren sind stets zu Beginn eines neuen Halbjahres oder Jahres fällig und werden bei Ausbleiben 
der Zahlung durch Nachnahme eingezogen. 


Lieferung unter Streifband. 
Einselheftpreis: 6.— RM., für Mitglieder 5.40 RM. zuzüglich 15 Rpf. Postgeld. 


VDI-Litoeraturkartei: Auf Wunsch erhalten unsere Bezieher unberechnet Karteikarten über den Inhalt 
sämtlicher Zeitschriften des VDI in monatlichen Uusammonstellangen gegen Erstattung der jährlichen 
Versandkosten von 1.— BM. 


ZUB BEACHTUNG 


gt er werden am schnellsten beseitigt, wenn das Ausbleiben der Zeitschrift umgehend mit- 
geteilt wird. 


Um- und Abbestellungen sind zweckmäßig stets dorthin zu richten, wo die Bestellung aufgegeben wurde. 


Bei Zuschriften und Zahlungen wird um genaue Angabe der vollständigen Anschrift und des Verwendungs- 
zwockes gebeten, da nur dadurch Verwechslungen und Lieferstörungen vermieden werden. 


Satzspiegel der 1/, Seite 171/250 min. 
B. Anzeigenpreise :, si. 1-— zi., 4, 44 1, Hıs Beite anteilig. 
Nachlaß: bei 3maliger Aufnahme im Jahr 8 vH, bei Gmaliger Aufnahme im Jahr 5 vH. 
Aufschläge für Vorzugsplätze nach vorheriger Vereinbarung laut Tarif. Erfüllungsort für beide Teile Berlin-Mitte. 


VDI-VERLAG 6.M.B.H. BERLIN NW 7, DOROTHEENSTR. 40 


Ferusprecher: Sammel-Nr. 116171. Postscheckkonto: Berlin 102373, Wien 174439,:. Prag 77329, Budapest 59951, 

Warschau 194372. Bankverbindungen: Dresdner Bank, Depositen-Kasse 65, Berlin O2, Wallstr. 5 bis8. — Deutsche 

Bank, Stadtzentrale Abt. A, Berlin W 8, Mauerstraße 26/27. Drahtanschrift:; Ingenieurverlag. Geschäftszeit: 
Montag bis Freitag 8 bis 169% Uhr, Sonnabend 8 bis 129% Uhr. 





